PAU MADRID Matematicas II

Algebra Lineal

ay+bx=c b a 0Oc b a 0
1) Sea el sistema: {cx+az="b Matrices asociadas: M*=| ¢ 0 ab|; [M|=|c 0 a=-2abc
bz+cy=a 0 ¢ bla 0 cb

Como a,b,c=0, [M|=0=>rang(M)=3=rang(M*)= SCD

c b a
b 0 a
a ¢ b 3 _ K24 _ 2 2 K2 _ A2
Aplicando Cramer: X = =a ba caza b” —¢
—2abc —2abc —2bc
b c O
c b a
0 a bl b®-bc?-a’h |b*-c’-a’
Y= oabc | —zabc | -2ac
b a c
c 0 b
[0 c a c¢*-ca’®-b%c [c*-a’-b’
~ —2abc  -2abc | —2ab
2) Teoria
p O 0
3 |A=[1 p+1 1 |=p(p+l)(p-1)
1 0 p-
a) IAT o |N#0< | p=0,p=-1p=l
2 00 1/2 0 0
b)Si p=2= A=|1 3 1|=/A'=| 0 1/3 -1/3
1 01 -1/2 0 1

8 3 8 3
3A+2B= 9A+6B=3-
5 4 5 4
4) =

1 2 1 2
2A-3B= 4A-6B=2-
(—1 —6] (—1 -6

24 9 2 4 26 13 2 1
13A= + = =|A=
15 12 -2 -12 13 0 10

] Sumando ambas ecuaciones:
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PAU MADRID Matematicas II

5 8 3 8 3 21 8 3 6 3 2 0
De la 12 ecuacion: 3A+ 2B = =2B= -3 = - = =
5 4 5 4 10 5 4 30 2 4
10
=|B=
12

2.2 3.2° 4.2° 5.2°
3 4 5 6

)|A| 3 24 4 25 > 26 6 27 = Sacando fuera potencias de 2 de las cuatro columnas
4.2 5.2° 6-2° 7-2

5.2° 6.2° 7.27 8.28

2 3 4. 5 2 3 4. 5
> 3 a4 ~5/3:2 42 5.2 6-2 432 4.2 5.2 62
=2°.2°.2"-2 ) ) ) ,=2 ) ) ) ,|=sacando 2 de la 22,
4.2° 5.2° 6-2° 7-2 4.2° 5.2° 6.-2° 7.2
5.2° 6.2% 7.2° 8.2% 5.2 6.2% 7.2° 8.2%
2 3 45
2 3 . 14 2 33 4 5 6 . .
2°dela3? y 2° dela4?filas=2"-2-2°-2 45 6 7=restandoacadaflla la anterior:
5 6 7 8
2 3 4 5
1111
:220‘ —
1111 @
1111
a+b b+c c+a a-¢c b—-a c+a 22 b-a c+a
6) A=|a+b’ b+c' c+a' :Cl 02 =la—c'" b-a c+a'|=C, +C;=|2a" b-a" c+a'|=
a'+b'" b'+c" c'+a" 2  la"—c" b'-a" c'+a" 2a'" b'"-a" c'+a"
a b-a c+a . —C a b ¢
=2.la" b-a cwa'l=_° '=2-a b c|=2A,
" m " " Al 2+Cl " " ny
a'" b'-a'" c''+a a' b" c

0 -1)(a b -c -=d a b)(0 -1 b b-a
(1 1j (c d] [a+c b+dJ (c dJ (1 1 [d d—cj

] -c —d b b-a b-a=-d d-c -c
Si AM =MA= = = —~IM =
a+c b+d d d-c a+c=d

b+d=d-c
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PAU MADRID Matematicas II

3X—-2y+z=m 3 -2 1im 3 -2 1
8) {5x-8y+9z=3= M*=|5 -8 9|3 |;|M|=5 -8 9 |=0(Elsistema no sera nunca com-
2X+y-3z=-1 2 1 -3-1 2 1 -3
patible determinado)
3 -2 1m 1 -2/3 1/3m/3 E _cE
Estudiamos rangos: rang/5 -8 9|3 |=F /3=rang 5 -8 9| 3 :F2 2Fl:
2 1 -3-1 2 1 -3 -1) * 71
1 -2/3 1/3 m/3 1 -2/3 1/3 m/3
=rang 0 -14/3 22/3|3-(5m/3) |=F, < F=rang/0 7/3 -11/3-1-(2m/3) |=F; +2F, =
0 7/3 -11/3-1-(2m/3) 0 -14/3 22/3| 3-(5m/3)

1 -2/3 1/3 m/3
=rang|0 7/3 -11/3-1-(2m/3)
0O o 0 1-3m

Caso1.-Sim =%:> rang(M) =2=rang(M*)= SCI

Caso2.-Sim ;t%: rang(M)=2=rang(M*)=3= SI

9) Veamos si A-B es una matriz ortogonal. Es decir si (A-B)-(A-B)' =1
Como (A-B)'=B'-A', (A-B)-(A-B)'=(A-B)-B'-A'=A.B-B"'- A" =como B es ortogonal

=A-1-A"'=A-A' =como A es ortogonal = |

AeM
10) Sea S sistema de m ecuaciones con n incdgnitas, con matrices asociadas: me
A* € M mn+1
m-1=n
Como es compatible determinado, rang(A) =rang(A*)=n (por Rouche) , luego m>n= 0
m-1>n
BeM i

Consideremos ahora S' con m-1 ecuaciones y n incognitas, de matrices: { _
B*eM 1na
e Casol-Sim-1=n, BeM,y B*eM,,,; ,como rang(A)=n= rang(B)=n=rang(B*)

Luego el sistema seria Compatible Determinado

e Caso2.-Si m—1>n, el sistema seria Compatible Indeterminado

X+2y+z2=0 1 2 1 0
11) Seaelsistema §y y+2z+t=0 , matrizde coeficientes: M=|{0 1 2 1
2X+20y —t=0 2 2. 0 -1
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1 2 1 0 1 2 1 0
Estudiamos rango: rang(M)=rang 0 1 2 1 |=F,-2F =rang|0 1 2 1 |=
2 20 0 -1 0 2Ao-4 -2 -1
1 2 1 0
=F;,-(2L-4)F,=rang|0 1 2 1
0 0 6-4r 3-2)
. 3
a) Sirang(M)=2=6-4A=0=3-2A.=0=> ng

b) Si A=0=rang(M)=3<4, sistema compatible indeterminado.

1 210 X+2y+72=0=>x=-2
Sustituyendo |0 1 2 1|=4q y+2z+t=0=y=0 ;.Sol: {(—z,O,z,—Zz]ZGR}
0 0 6 3 6z+3t=0=>t=-22

12) Sean x=Kg de café tipo A, y=Kg de café tipo By z = Kg de café tipo C

X+Yy+2z=1050
Se obtiene el sistema: z=2(x+Y) = de la 22 ecuaciéon x+Y =§ , sustituyendo
980x + 875y + 950z =940-1050

En la 12 ecuacion: z + % =1050= ; de donde X+ Yy =350= y=350-X. Sustituyendo en la 32

ecuacion 980x +875350— x) +950- 700=987000=105x =15750=

Por dltimo: y=350—x=|y =200

13) Sean x=monedas de 100 de A, Yy =monedas de 100 de B, y z=monedas de 100 de C

X+y+2=36 X+y+2=36
Obtenemos el sistema: { X=y+2z+2 = Operando: { X— Yy —z=2 ;= Matricialmente:
X+1=2(y-1) X—-2y=-3
1 1 136 1 1 1] 36 1 1 1|36
M*=|1 -1 -12 |=F-F~=0 -2 -2-34|=F,/(-2)=|0 1 1|17 |=F+3F,=
1 -2 0(-3 0 -3 -1j-39 0 -3 -1-39

1 1 136 X+y+2z=36 X+y+2=36
0 1 117 |=4 y+z=17 ;=3 y+z=17 :>{
0 0 212 2z2=12 z=6

Luego: |x=19|;|y=11|;(z=6

Q

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Algebra Lineal - 4



PAU MADRID Matematicas II

1 0
1 0
14) a) rang(A)=rangl 1 -1|=2, pues A JJ:—l;to;
-2 2
rang(B) =ran 2 0 2 w2 2 420
= =2; pues =—
g g 3 -11 P 3 -
0 s 2 0 -2 2 0
A-B=|1 -1 -(3 1 J: -5 3 -1|=rang(AB)=2=rang(A)-rang(B)=4
-2 2 0 0 O
1 0
ab c 10 a+b-2c -b+2c 10
b) X-A=1= 41 -1|= =X = = =
d e f 0 1 d+e-2f —e+2f 0 1
-2 2
a+b-2c=1
-b+2c=0=b=2c ) a+2c-2c=1
= = sustituyendo: —a=d=1
d+e—-2f=0 d+2f-1-2f=0
—e+2f=1=e=2f -1
1 2 c
X =
[1 2f -1 fJ
1 0 4 b -2 3 a b -2 3
c) AY=B'=| 1 -1 -(C sz 2 -1|=| a-¢ b-d |=| 2 -1|=
-2 2 0 1 2a+2c 2b+2d 0 1
b=3 b=3
a-c=2 _ c=-2 _ _ .
= sustituyendo = No existe dicha matriz Y
b-d=-1 d=4
2a+2c=0 2a+2c=-8+=0
2b+2d =1 2b+2d =100
1 3
1 2 A 1+20 2A+3 A=-1
15) a) AB= A 0= =|AB|=—(2A +2)(1-1)=0=
1 -1 -1 0 2 1-A 1 r=1

La matriz AB es invertible si |AB] 20 A=z -1y =]
1 3 4 -1 A-3

1 2 A ) ) .
b) BA={A 0] 1 -1 -1 =LA 2A A :>|BA4:0,Iuego nunca es invertible
0 2 2 -2 =2
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Ax_a 12 2
) 'Z_bjl—l—l'

puede ser nunca compatible determinado, pues tiene 3 incognitas y solo 2 ecuaciones

X

a X+ 2y +A\z a X+2y+Aiz=a|
y|= = = |= , Sistema que no
b X—y-—-z b X-y—z=Db

z

ax+2y+6z=0 a 2 6 0 a 2 6
16) ¢ 2x+ay+4z=2 = Matrices asociadas: M*=2 a 4 2 |, [M|=]2 a 4/=2a°-8
2X+ay+6z=a-2 2 a 6a-2 2 a 6

a=-2

IM|=0=2a* -8=0=a’ =4:><
a=2

a) Casol-Sia=+2, |M|=0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD

-2 2 60 -2 2 6|0 E 110
Caso2-Sia=-2,rangl 2 -2 42 |=F +F,=rang 0 0 10 2 =F2/12=
2 -2 6-4 0 0 12-4) °
-2 2 6/ 0 -2 2 6 O
=rangl 0 0 1/1/5 |=F,-F,=rangf 0 0 1] 1/5 |=rang(M)=2=rang(M*)=3=SI
0 0 1/-1/3 0 0 0-8/15
2 2 60 2 2 6|0
Caso3.-Sia=2,rang/2 2 42|=F —-F=rang/0 0 -22|=rang(M)=2=rang(M*)= SCI
2 2 60 0 0 0}0
2 2 6|0
o 2X+2y+62=0 X+y+3z=0
b) Solucionsi a=2, M*=|0 0 -22|= = .
-2z=2 z=-1
0 0 0}0

Si y=%A= x=-A—3z=3—%= Solucién: | {3— % %-1)r R}

a a a a E_F a-2 0 0 0

2 aaa + “|-1 a-2 0 0 3
17) A= =F,-F= =la(a—-2)

3 2 a a E_F -1 -1 a-2 0

4 3 2 a * *|a 3 2

18) Sean x= billetes de 1000, Y = billetes de 2000, y z = billetes de 5000

X+Yy+z=95

. ) 2y+y+z2=95 3y+z=95
Obtenemos el sistema: { X+ 2y + 5z = 200; = Sustituyendo: =
X =2y 2y +2y+52=200 5y +5z2=200

Resolviendo: ’X=50 ‘ : ’y:25‘ :1z=20

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Algebra Lineal - 6



PAU MADRID Matematicas II

(@+)x+2y+z=a+3 a+l 2 1la+3 a+l 2 1
19) a) ax+y=a = Matrices:M*=| a 1 0 a [,|M|=| a 1 O=a+l=0=a=-1
ax+3y+z=a+?2 a 3 la+2 a 31

e Casol-Sia=-1, [M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD

0 2 12 -1 1 0-1
e Caso2-Sia=-1,rang/-1 1 O-1l|=F,<F=rangl 0 2 12 |=F-F=
-1 3 11 -1 3 11
-1 1 0-1 -1 1 0-1
=rangl 0 2 12 |=F;-F,=rangl 0 2 1] 2 |= rang(M)=2=rang(M*)= SCI
0 2 12 0 0 QO

b) El sistema es compatible determinado si a #—1. Resolvemos por Cramer:

a+3 2 1
a 1 0
a+2 3 1 a+1
B X= = x=1
a+1 a+1
a+l a+3 1
a a 0
. a a+2 1 0 0
= = = =
y a+1l a+1l y
a+l 2 a+3
a 1 a
a 3 a+2 2a+2
7= = =(z2=2
a+l a+l

, a b e f
20) Sean las matrices A= c d y B= g h) es claro que Traza(A)=a+d; Traza(B)=e+h

a b e f a+te b+ f
a)Traza(A+ B) =Traza + =Traza =a+e+d+h=Traza(A) + Traza(B)
c g h c+g d+h

a b)(e f ae+bg af +bh
b) Traza(A-B) =Traza . =Traza =ae+bg-+cf +dh
c g h ce+dg cf +dh

e fy(fa b ea+ fc eb+ fd
Traza(B - A) =Traza . =Traza =ea+cf + gb+hd (lguales)
g h)lc d ga+hc gb+hd

c) Si AB—-BA=1 =Traza(AB—BA)=Traza(l)=2; por a) Traza(AB — BA) =Traza(AB) — Traza(BA) , y
por apartado b) Traza(AB) —Traza(BA) =0, conlo que 2=0

_ 10 00 00
d) Sean las matrices A= y B= , A-B=
0 0 01 00
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Traza(A-B) =0, Traza(A)=1y Traza(B) =1, luego Traza(A)- Traza(B)=1-1=1+0

ax+y+z=(@-@+2) a l l@-DH@+2
21)a){x+ay+z=(a—-1)2(a+2) = Matrices:M*=|1 a 1/(a-1)*(@a+2)
x+y+az=(a-1)°%@+2) 1 1 a@-1’@+2)
a1l
M|=/1 a L=(a-1)*@+2)=0
11

e Casol-Sia=la=-2,|M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD
e Caso 2.- Si a=1, el sistema es homogéneo, luego compatible

e Caso 3.- Si a=-2, el sistema es homogéneo, luego compatible

-2 1 1 1 -2 1
. F, +2F
c)Sia=-2, rang(M*)=rangl 1 -2 1 |=F,<F=rang-2 1 1 =F_p °
1 1 -2 11 -2) ¥
1 -2 1 1 -2 1
X-2y+2=0 X=12 )
=rangl0 -3 3 [=F;+F,=rang/0 -3 3|= = ,Si Z=A
-3y+3z=0 y=z2
0 3 -3 0 0 O
Solucion: {(X A, k)k € R}
y+z=1 0 1 1 0 1 11
22) a)< (A —1)X+ Yy + z=A = Matrices asociadas: M =|A-1 1 1|y M*=|A-1 1 1|x
X+(A-)y-z=0 1 12-1 -1 1 2-1 -10
0 1 1
A=0
|M|:k—1 1 1=AMA-1)=0=
r=1
1 A-1
e Casol-SiA#0,A=1, [M|=0=rang(M)=3=rang(M*)=SCD
0 1 11 0 1 11
e Caso2-Sii=0,rang-1 1 10|=F+F,=rang -1 1 1|0 |=rang(M)=2=
1 -1 -10 0 0 00
=rang(M*)= SCI
01 1)1 1 0 -10
e Caso3-Sii=l,rang0 1 1|1|=F < F=rang/0 1 1|1|=F-F,=
1 0 -10 01 1)1

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Algebra Lineal - 8



PAU MADRID Matematicas II

1 0 -10
rang0 1 1|1 |=rang(M)=2=rang(M*)= SCI
0 0 0}0
0 1 12 1 1
+z= X =
b)SiA=0, M*~|-1 1 1/0 :»{ Y }:»{ }.sm:x,sm: {L1-r 1 )heRr)
-X+y+2=0 y=1-z
0 0 QO
01 1)1 1 2 -10
c) Si A =3, el sistema es compatible determinado. M*~|2 1 1|3|=rF, < F~2 1 1(3(=
1 2 -10 01 11
1 2 -10 1 2 -10 1 2 -10
~F,-2F,~/0 -3 3[3|=FK/3=/0 -1 1|l1|=F+F,=|0 -1 1|1|=z=1
0 1 1)1 0 1 11 0 0 2|2

X+2y-1=0=x=1
Sustituyendo: { y }.Sol: x=1||ly=0|(z=1

-y+1=1=y=0
X+y+5z=0 1 1 5 1 1 5
23)a) < 2x—kz=0 = Matrizasociada: M =2 0 -k |=|M|=]2 0 -kl=-2k-12=0=k=-6
X—y+2=0 1 -1 1 1 -1 1
« Casol-Sik=—6, |M[#0= rang(M)=3=rang(M*)= SCD . Solucién: [x=y=2=0|
1 1 5 » 1 1 5
o Caso2-Sik=-6,rang2 0 6|=° "~_‘=rang 0 -2 —4|=F,-F,=
1 -11) * ° 0 -2 -4
1 1 5
=rang|0 -2 -4|=rang(M)=2=rang(M*)= SCI
0 0 O
1 1 5 5,-0 3
X+y+52=0=x=-3z
Como M*~|0 -2 -4|= y = z=X\, Sol: {(—37\,,—27\,,7\,]7\,€R}
-2y-41=0=>y=-2z
0 0 O
X+y+5z2=0 1 1 5 1 1 5 0
2x—-3z=0 , _ 2 0 -3 2 0 -3 0
b) Matrices asociadas: M = y M*=
X-y+z=0 1 -1 1 1 -1 1 0
X+2y+2Az2=2 1 2 2 1 2 26 A
1 1 5 0
1 1 5
2 0 -3 0
|M"1=1 L1 0=desarro||andopor4acolumna L2 0 -3=A(-2-3-12)=-18r
1 -1 1
1 2 20 A
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(Ver determinante de la matriz M anterior)

e Casol-SiA#0,|M*=0=rang(M*)=4>rang(M)=SI.

1 1 5 0 1 1 5
F, -2F
e Caso2.-SiA=0 rang(M*)—2 0 -3 O—rang2 0 _3—F F
' ' 1 -1 10 1 -1 1 .
F,-F
1 2 0 O 1 2 0
1 1 5 1 1 5 11 5
2 -13 0 1 -5| FR+2F 0 1 -5
=rang =F, & F,=rang = =rang =
0 -2 -4 0 -2 -4| F,-2F, 0 0 6
0 1 -5 0 2 -13 0 0 -3
11 5
=rang|0 1 -5 :>rang(M)=3:rang(M*):>SCD,Sol:
0 0 6
X+y+2z=2 1 1 2 1 1 22
24) a) < 2Xx—y + 32 =2 = Matrices asociadas: M =[2 -1 3|y M*=|2 -1 3|2
5x—y+az=6 5 -1 a 5 -1 al6
1 1 2
|M|=2 -1 3/=24-3a=0=>a=8
5 -1 a
e Casol-Sia=8, |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)=SCD.
1 1 22 1 1 2|2
. F, - 2F
e Caso2.-Sia=8, rang(M*)=rang 2 -1 3|2 =F _eF =rang 0 -3 -1-2|=
5 -1 86) ° "1 0 -6 —2-4
1 1 2|2
=F,-2F,=rang 0 -3 -1-2|=rang(M)=2=rang(*)= SCI
0 0 0f0
1 1 2|2
) X+y+22=2=>XxX=5y-2 i
b)Sia=8, M*~|0 -3 -1-2|= Si y=A,
-3y-2=-2=>17=2-3y
0 0 0|0
Solucién : |{5% — 2,1,2— 3 A e R}
111 1 2 2 1 3 3 1 k k
25)a)Sea A=|0 1 0|=A%=[0 1 0|=A%=0 1 O|=|A*=|0 1 O
0 01 0 01 0 01 0 01
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0 0 O 0 0 O 0 0 O
AX=BC=A*X=|1 1 2 :>(A")‘1A"X=(A")‘1 1 1 2 X=(A?*1 1 2
-1 -1 - -1 -1 -2 -1 -1 -2
1 -k -ky(0 0 O 0 0 O
Es decir, X =A™ 0 1 0 1 1 2 |=X=1 1 2
-1 -1 -2 0 O 1 -1 -1 -2 -1 -1 -2
111 1 1 1 A
1 1 A 1 1 21 r=1
26)a) M = M =@B+1)1-1)°=0=>
M=l MRl T e <x=—3
A1l 1 A1 11
e Casol-SiA#LA=-3, |[M*=0=rang(M*)=4>rang(M)=SI.
1111 11 11
Caso 2.- Si A=1, rang(M*)= L1 =F - F =rang(M*)= 0000 =
e E T T I e TV RO [0
1111 0 0 00
rang(M*)=1=rang(M) = SCI
1 1 1|-3 1 1 1(-3
F,-F,
e Caso3.-Si A=-3, rang(M*)= R F, - F, =rang 0 0 -44
' ’ -3 1)1 st 0 -4 0|4
F, +3F,
-3 1 1|1 0 4 4|-8
1 1 1]-3 1 1 1(-3
=F,+F;=ran 0 -44 =F,+F,=ran 0 - =rang(M)=3=rang(M*) = SCD
BRERRE Rl I SIS «T Ty 4 0|4 g ===Tang
0 0 4|-4 0 0 0|0

b) Si A =-3, sabemos que el sistema es compatible determinado

1 1 1]|-3
1 1 1(-3 X+y+2z2=-3
0 0 -—-44
M* = 0 0 44 |=-41=4=271=-1}= SoI:
0 -4 0|4
0 -4 0|4 —4dy=4=y=-1
0 0 o0f0
11 11
0 0 QO =S
c) Si A=3=SCl = M*=~ S {x+y+z=1= si]’ = sol:|{L-s-t,s,t)t,seR|
0 0 QO z=t
0 0 QO
ax+y+4z=1 a 1 4 a 1 41
27)a) \—x+ay—2z=1 = Matrices asociadas: M =|-1 a —-2|y M*=|-1 a -2/1
y+z=a 0 1 1 0 1 1]la
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PAU MADRID
a 1 4
2 a=1
IM|=|-1 a -2/=a’+2a-3=0=
a=-3
0O 1 1

e Casol-Siazla=-3, |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)=SCD.

1 1 401 1 1 41
e Caso2.-Sia=1, rang(M*)=rang|-1 1 -21|=F,+F =rang/0 2 22|=F,/2=
0 1 11 0 1 11
11 41 1 1 41
=rang/0 1 11|=F-F,=rang/0 1 1|1 |= rang(M)=2=rang(M*)= SCI
01 11 0 0 00
-3 1 4|1 -1 -3 -21
e Caso3-Sia=-3,rang|-1 -3 -21 |=F, < F=rang/-3 1 4|1 |=F,-3F =
0O 1 1|-3 0O 1 1|-3
-1 -3 -2/1 -1 -3 -2 1 -1 -3 -2 1
=rangl 0 10 10/-2|=F,/10=rang 0 1 1|-1/5|=F-F,=rangf 0 1 1|-1/5
0 1 1]|-3 0O 1 1] -3 0 0 0]|-14/5

=rang(M)=2=3=rang(M*)=SI

1 1 41

X+y+4z=1 X=-3A
b)Sia=1, M*=|0 1 11 :>:>{ y }:> Si sz:{ }:>So|: {(—3%,—1—%,X]XER}
0 0 oo y+z=1= A

c) Si a=2, el sistema es compatible determinado.

2 1 4|1 0 5 0|3 y=3/5
rang(M*)=rang| -1 2 -2/1|=F +2F,=rang|-1 2 —-2|1|=:—Xx+2y—2z=1; Sust. el valordey
0 1 1|2 0 1 1|2 y+z=2
y=3/5
L 13 3 7
=:{—-X+6/5-2z2=1} = Solucién: |X=——|,|Y=—|,|2=—
5 5 5
z=7/5
0 3 4 -1 0 1 -1 0 O
28)a)Sea A=| 1 -4 -5|=A’=|1 4 4 |=A’={0 -1 0 |=-I,
-1 3 4 -1 -3 -3 0 0 -1
b) Como A3 =—1 = AA? =—| = —AA? = | = A(-A?) = | = multiplicando por A a los dos lados:

— AAA?) = A = [A T = A2

c) A0 = A3 _ A3BA— (A%)BA=por apartado a) =(—1)*}A=—IA= _A= A = _p
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29) Sean x =edad madre ; y =-edad primer hijo ; z=edad segundo hijo. Se plantea el sistema:

X—14=5(y +z-14-14) X—5y—-5z=-126 1 -5 -5-126
X+10=y+10+z+10 ;= X—y—-z=10 = Matrices asociadas M*=1 -1 -1 10
Z+x—y=42 X—y+2=42 1 -1 1] 42
1 -5 -5/-126 1 -5 -5-126 1 -5 -5-126
Diagonalizando: M*=|1 -1 -1 10 |=F-F~=|0 4 4]136 |=F-F,~/0 4 4]136 |=
1 -1 1| 42 0 4 6/|168 0 0 2| 32

X —5y—57=-126= x =44

=< 4y+4z=136=>y=18 ;= Soluciéon:|x=44|,|y=18|,|z=16

z=16
2 0 a 2 -1 0 -1
F, + 2F
30) rang(A)=rang/-1 0 -1 3 |=F < F,=rang| 2 0 a = =
F; +5F
5 a+4 -4 -3 5 a+4 -4 -3
-1 0 -1 3 -1 0 -1 3
=rang| O 0 a-2 8|=F<oF=rang 0 a+4 -9 12
0 a+4 -9 12 0 0 a-2 8
e Caso1.- Si|a=—4,rang(A) =3‘
—10—13F3 -1 0 -1 3
e Caso2.-Sia=-4, rang(A)=rangf 0 0 -9 12 =F2/2:rang 0 0 -3 4|=FK-F,=
o 0 -6 8) ° 0 0 -3 4
-1 0 -1 3
=rang 0 0 -3 4|=|a=—4 rang(A)=2|
0 0 0 O
X -y = 2 1 -1 0 1 -1 02
31)a) sax +y +2z = 0 = Matricesasociadas: M=la 1 2|y M*=la 1 20
X -y +az =1 1 -1 a 1 -1 a1
1 -1 0
a=-1
M|=la 1 2=a(a+1)=0:><
a=0
1 -1 a
e Casol-Sia=-La=0, |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)=SCD.
1 -1 02 1 -1 02
e Caso2.-Sia=0, rang(M*)=rang/0 1 20|=F,-F =rang0 1 20 |=
1 -1 01 0 0 0-1

=rang(M)=2=3=rang(M*)=SI
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PAU MADRID Matematicas II

1 -1 0|2 ELE 1 -1 0|2
+
e Caso3-Sia=-1, rang(M*)=rang|-1 1 2|0|=? Flzrango 0 2|2 |=F,oF=
1 -1 -11) ! 0 0 -1-1
1 -1 0|2 1 -1 0|2
=rang0 0 -1-1|=F+2F,=rang0 0 -1-1|= rang(M)=2=rang(M*)= SCI
0 0 2|2 0 0 00
1 -1 0|2 5
X—V=
b)Sia=-1, M*~|0 0 -1-1|= y — Si y=1, So:|{2+ 121 eR)]
0 0 olo -z=-1=1z=1

c) Si a=2, el sistema es compatible determinado.

1 -1 02 . _oF 1 -1 02 X—y=2
M*~|2 1 20]|= 2 '~l0 3 2-4|= 3y+2z=-4 = Sustituyendo z,

1 -1 211 1 1o 0 2-1 27=-1=7=-1/2

:{3y _1i:Z;Zy :_1}: Solucion: 1 |z :_%

X +y +Az = A 11 A 1 1 A
32) a) +y —z = A = Matricesasociadas: M=|0 1 -1y M*=|0 1 -12A
X +Ay +z2 = A 1 2 1 1 A 1|
11 A .
M|=]0 1 - =0,V7M.ComoO jzl;ﬁO: rang(M)=2 VA
1 2 1
1 1 A 1 1 Aloa?
rang(M*)=rang/0 1 -4 A |[=F,—-F =rang 0 1 -1 A |=R-(A-DF, =
1 A 1A 0 A-1 1-AA-22
11 A a2 —0
—rang 0 1 — A .2x2—2x=o:>2x(x—1)=o:><k:l
0 0 0[2n-2)2 B

e Casol-SiA=0 A=1, =rang(M)=2=rang(M*)= SCI .
e Caso2.-SiA#0, A1, =rang(M)=2=3=rang(M*)=SI .

11 0]0
X =0
bySi A=0, M*~|0 1 -10 :{ Y }Si z=h, sol: |1 neR]
0 0 olo] 7270
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11 11
X+y+z=1
Sin=1, M*~|0 1 -11 :{ y ) }su:x,sm; 2214221 <R}
—7=
00 0|0 y

33) a) Si AZ:I:>A-A=I:>A’1-A-A=A’1-I:>

. |A si n es impar
A —
I si n es par

. 11 ) 1 1)(1 1 10 1 1+a 10
c)Si A= =como A== . = = , |= =
0 a 0 a)l{0 a 01 0 a 0 1

b)Como A2=1 = A’=A= A=A’ ==

1=1
1+a=0
= =la=-1
0=0
a’=1
(m+2)x +(m-1)y -z = 3 m+2 m-1 -1 m+2 m-1 -13
34) a) mx -y +z = 2 = Matrices: M= m -1 1|y M*=| m -1 1)2
X +my -z =1 1 m -1 1 m =11
3 0 -13 3 0 -13 3X—2=3=172=3x-3
Sim=1, M*~|1 -1 1|2|=K+F~=|1 -1 1|2|= X=y+2=2 =
1 1 -11 2 0 03 2x=3=>x=3/2

. 3 3
Solucion : [ x=—|,|y=1,|z=—=
2 2

m+2 m-1 -
b) M= m -1 1 =—m2—m=0:><
1 m -

m=0
m=-1

e Casol-Si m#-1m=0, |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)=SCD.

2 -1 -13 1 0 -11
e Caso2.-Sim=0, rang(M*)=rang/l0 -1 1(2|=F, < F=rang0 -1 1|2|=F -2F =
1 0 -11 2 -1 -13
1 0 -11 1 0 -11
=rang0 -1 1|2|=FK-F,=rang0 -1 1|2
0 -1 1|1 0 0 0f-1

=rang(M)=2=3=rang(M*)=SlI
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PAU MADRID Matematicas II

1 -2 -11 F L F 1 -2 -11
+
e Caso3-Sim=-1, rang(M*)=rang| -1 -1 1|2 =F2 Flzrang 0 -3 0|3|=F,&F=
1 -1 -12) * ! 0 1 0|2
1 -2 -11 1 -2 -11
=rang0 1 0|2|=FK+3F,=rang/0 1 0|2|=rang(M)=2=3=rang(M*)=SI
0 -3 03 0 0 0}9
a? ab b2 a’—ab ab b? a’—ab ab—b® b?
35)|2a a+b 2b=C,-C,=| a-b a+b 2b=C,-C,=| a-b a—b  2b|=desarrollando por la 32
1 1 1 0 1 1 0 0 1
a’—ab ab-b? a?-2ab+b? ab-b? |(@a-b)* ab-b?

—(a-b)’

fila = =C,-C, =

a-b a-b 0 a—-b 0 a—-b

a b)) A0 30 a by(r O a b)y(3 O
36) Sea B= ,si B- =B- = . = . =
) T A R A S G B b
ar+3b=3a+9b

ar+3b b 3a+9 3b b=3b=b=0 al =3a
) iendo a0,c#0ea[A=3
j[ck+3d d] (3c+9d 3dJ: ch+3d =3¢ +9d :{cxzsc}zsu"on'e”"a?& ¢

d=3d=d=0

a o0
Las matrices seran de la forma |B :(c 0]

3X +4y +3z = 9 3 4 3 3 4 39
37)a) <mx +2y +4+z = 5 = Matricesasociadas: M=m 2 1|y M*=m 2 15
X 4y +z = 2 1 11 1 1 12

3 4 3
|M|=m 2 1=m-1=0=>m=1
1 11

e Casol-Sim#l, |M|=0=rang(M)=3=rang(M*)=SCD.

3 4 39 11 12 E_E
e Caso?2.-Sim=1, rang(M*)=rang|1 2 15|=F, < F =rangl1l 2 15 :F2—3Fl:
11 12 3 4 39 ° 7!
11 12 11 12
=rang/0 1 03 |=FK-F,=rang|0 1 0|3 |=rang(M)=2=rang(M*)= SCI
01 03 0 0 00
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11 12
X+y+z2=2
b)Si m=1, M*~|0 1 03 :{ y_3 }sa =2, 50l [{c1-23 1 )reR)
0 0 00 y=

X = preciobilletesnacionales
38) a) Sean : 1 y=preciobilletescomunitarbs ;. Se plantea el siguiente sistema :
z =preciobilletesnocomunitarbs

10x +10y +10z = 12000 X +y +z = 1200

10x +20z = 13000 =4x +2z = 1300
10x +10y = 7000 X +Yy = 700
111 1 1 1)1200
Matrices asociadas: M =|1 0 2|y M*=|1 0 2/1300
110 1 1 0700
1 1 1]1200 X+Yy+2=1200=z=1200-400-500=300
Resolviendo: M*~F, -F =0 -1 1|100 |= -y +500=100=y =400 =

0 0 -1-500 -2=-500=2z=500
Solucion: [x=300€|,|y=400€|, |z=500€

b) Si el precio de los billetes nacionales bajan un 20%, costaran un 80%, es decir, % -x=0.8-300=240¢

por lo que hay que subir el precio de los billetes comunitarios: 300—240=60€ , luego el nuevo precio de estos

seria 400+ 60=460€, lo que supone una subida 400(1+t) =460=1t=0.15. Subida del

39) Sean A y B matrices invertibles
a)Como A+B=A-B=A+B-A-B=0=B+A-(l -B)=0=B=-A-(l —B), multiplicando por la

inversade | —B: B-(1-B)™* =—A-(1 -B)-(I -B)*=B- (I - B) ™ =—A, multiplicando de nuevo por

lainversade B, B*-B-(1-B)*=-B*-A=(1-B)*=-B*-A
. -1 1 Xy -1 1 Xy -1 1 Xy
b) Si A= .Sea B= ,como A+B=A-B= + = . =
2 - z t 2 - z t 2 1)z t

-1 1 Xy -1 1 Xy -1+x 1+y —X+z —-y+t
= + = . = = = Igualando:
2 -1 z t 2 -1)\z t 2+z -1+t 2x—z 2y-—t

—1l+X=-X+12 2x=z+1 741297425 z=-1

1+y=—y+t 2X=27+72 B x=0 0 -1/2

2rz=2x—2 [\ [2y=t-1 t—o ~ %721 o
B =>t-1=2t-1=>

_14t=2y—t 2y=2t-1 y=—1/2
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(1-a)x -2y +4z = 0 l1-a -2 4
40) a) X —-(l+a)y +z = 0 = MatricesasociadassM=| 1 —-(1-a) 1|y
- X +ay -z =0 -1 a -1
l1-a -2 410
M*=| 1 —(1-a) 1|0|.Como es un sistemahomogéneo rang(M)=rang(M¥*)

-1 a -10

1-a -2 4
M|=| 1 -@-a) 1|=—a-3=0=a=-3
-1 a —

e Casol-Sia=-3, |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)=SCD.

2 -2 4 -1 -3 -1
_ F,+F
e Caso2-Sia=-3,rang(M)=rangl 1 2 1 |=F,<F=rang 1 2 = =
F; +2F,
-1 -3 -1 2 =2
-1 -3 -1
=rang 0 -1 O |=rang(M)=2=rang(M*)= SCI
0 0 O
-1 -3 -1 3 0
-X-3y-z= X=-Z
b) Sea a=-3, M*~| 0 -1 0 :>{ y—O }:{ _0}.Siz=k,SoI: {(—X,O,HKER}
0 0 0 V= =
1 0 0 1 00
41)a)A=|-3 1 -1|=/A*=1 21
5 -1 2 -2 11

b)Si A-X -A'=B=>A - A-X-A=AT.B=X-A'=AT.B=X A" (AH)'=A1.B- (A) ' =

=X=A".B-(A™)". Es decir,

1 002 0 0)(2 1 -2 1 1 -2

X=/1 2 1|0 -1 0|10 2 1 |=1 -3 -4

-2 1 1)l0 0 0)(0 1 1 -2 -4 3
X+2y=1

42) a) Sea el sistema: { } . Podemos afiadir cualquier ecuacion equivalente a una de ellas, por ejemplo:

X-—y=2

2X+ 4y =2|(dos veces la 12 ecuacion)

2x+2y—-z=1 )
. Tomamos, por ejemplo, “dos veces 12 - 23", o sea: |3Xx+3y —4z=1
X+y+2z=1
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11 2 4/3 -1/3 -1
43)a)B=|1 1 -1|=B*=| -1 1 1
01 3 1/3 -1/3 0

b) B-X=A=B™*.B-X=B*-A=X=B™:A.Es decir:

4/3 -1/3 -1)(1 2 0 4/3 1/3 -11/3
X=| -1 1 1101 2|=|| -1 1 5
1/3 -1/3 0)\0 2 3 1/3 1/3 -2/3

44) a) A? =[8 ng\A2\=03|A.Nzojw.wzojwz —0=[[A=0

3 -4 1 0\]" (00 3 -4 10
b) —k- = . Por el apartado anterior —k- =0=
1 -1 01 00 1 -1 0 1
3-k -4 ) ,
L g FO=K — 2k 1=0= (k1) =0=[k=1]
X +3y +z2 = A A3 1 A3 1A
45) a)< X +Ay +Az = 1 = Matricesasociadas: M =1 A A |y M*=|1 A A|l
X +y -z =1 1 1 -1 1 1 -131
11 A
) A=2
M[=j0 1 -1=0=-20"+20+4=0=( " "
1 2 1 -
e Casol-SiA#2 A#-1, |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD
2 3 1|2 1 1 -1 E_F
e Caso2-SiA=2,.rang(M*)=rang|1 2 2|1|=F,<F=rang1 2 2|1 :F2 2;=
11 -11 2 3 1f2) * "
11 -11 11 -11
=rangl0 1 3|0|=FKR-F,=rang/0 1 3|0|=rang(M)=2=rang(M*)= SCI
01 3|0 0 0 0|0
-1 3 1|-1 F A F -1 3 1-1
+
e Caso3.- SiA=-1.rang(M*)=rang 1 -1 -11 =F2 Flzrang 0 2 00 |=F-2F,=
+
1 1 -11 o 0 4 00
-1 3 1-1
=rangl 0 2 0 0 |=rang(M)=2=rang(M*)= SCI
0 0 OO0
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L1l 1 1 1+4
X+y—z= x=1l-y+z=1+4z
b)SiA=2, M*~|0 1 3|0 y = y Si z=t, Sol: {(1+4t,—3t,t)teR}
y+3z=0 y=-3z
0 0 0]0
(m-1)x +y +2 = 3 m-1 1 1
46) a) mx +(m-=21y +3z = 2m-1 = Matricesasociadas:M = m m-1 3 |y
X + 2y +(Mm-2)z = 4 1 2 m-=2
m-1 1 1 3
M*= m m-1 3 [2m-1
1 2 m-2 4
m-1 1 1 m=-1
M|=| m m-1 3 |=m’-5m’+2m+8=0=( m=2
1 2 m-2 m=4
e Casol-Sim#-1,m=2 m=4, |M|=0=rang(M)=3=rang(M*)=SCD.
-2 1 1|3 1 2 -34
e Caso2.-Sim=-1, rang(M*)=rang -1 -2 3|-3|=F, < F =rang -1 -2 3|-3|=
1 2 -34 -2 1 1|3
1 2 -34
F,+F
= =rang/0 0 0|1 |=rang(M)=2=3=rang(M*)=SI
F; +2F
0 5 -511
11 13 . 1 1 1|3
e Caso3.-Sim=2, rang(M*)=rang/2 1 33|= > ~_‘=rang 0 -1 1|-3|=F,+F,=
12 04 * 7 0 1 -11
1 1 13
=rang 0 -1 1|-3|=rang(M)=2=3=rang(M*)=SI
0 0 0-2
3 1 13 1 2 24 E _4F
e Caso4.-Sim=4, rang(M*)=rang/ 4 3 37|=F,«<F,=rang 4 3 37 :F2 3F1:
1 2 24 31 13) * TF
1 2 2|4 1 2 2|4
=rang|0 -5 -5-9|=F -F,=rang/0 -5 -5-9|=rang(M)=2=rang(M*)= SCI
0 -5 -5-9 0 0 0|0
12 214 X+2y+2z=4 x=2/5 29
+2y+2z= =
b)Si m=4, M*~|0 -5 -5-9|= y = Si z=AX, Sol: (—,——x,x)xeR
0o 0 olo -5y-5z=-9 y=9/5-z2 55
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X+2y+3z=1 ] ) 1 2 3 1 2 3|1
47) a) Matrices asociadas: M = y M*=
2X+y—2=2 2 1 - 2 1 -12

1 2 3|1 1 2 31 X+2y+32=1=x=1-2y-3z .
M*~ =F,-2F =~ = = Siz=A,
2 1 -12 0 -3 -70 -3y-72=0=y=(-3/7)z

Sol: (1+%,_—77‘,x]|xe R
3°°3

X+2y+3z=1 1 2 3 1 2 3|1
b) Consideremos el sistema: { 2x+y—z=2 . Matrices asociadas: M =2 1 -1|y M*={2 1 -12
SX+Yy+az=p 51 «a 51 alB

Si el sistema tiene que ser compatible indeterminado, rang(M)=2=rang(M¥*).

1 2 3
2
Como 1‘:—Ii;atO:rang(M)ZZ.Paraque rang(M)=2,M|=0=2 1 -1=0=-3a-18=0=
5 1 a
=|o.= 6]
1 2 3|1 1 2 3] 1

Sustituyendo el valor anterior, rang(M*)=rang|2 1 -1|2|= 2 '—rang 0 -3 -7| 0 |=

F, —5F,
5 1 -6B 0 -9 -21B-5
1 2 3|1
=F,-3F,=rang|0 -3 -7 0 | &% rang(M*)=2:>l3—5=0:>
0 0 O0[B-5

48)Si AT X-A=B-=A-A'-X-A=A-B=X-A=A-B=X-A-A'=A-B-A'=X=A-B-A*"

3 1 o 1 1 . 3 1 1 - 1 1 9 11
Como A= = A" = LAsi X = . . =X =
-2 - -2 -3 -2 -1){2 1 -2 -3 -6 -7

_ 1 2 1 2)(1 2 1 4
49) Si A= = A% = - =
0 1 0 1){0 1 01
o 1 4 1 2 10 1 4 a+f 2a a+p=1 a=2
a)Si A°=0A+Bl = =q +3 = = = =
01 01 0 1 0 1 0 oa+pP 200=4 B=-1

b) Del apartado anterior, A> =2A— | . Por otra parte: A> = A*. A=(A?)?. A=(2A-1)?- A=como las

matrices A e | conmutan = (4A% + 1% —4A)- A= (como 12 =1)=(4A% + 1 —4A) - A= sustituyendo la

expresion de A? =[4(2A— 1)+ 1 —4A]- A=(8A—4l +1)- A=(4A—31)- A=4A? —3A=sustituyendo de

) 1 2) (1 0] (5-4 10
nuevo A =4(2A—1)—3A=8A—4l —3A=5A—4l =5 —4 - =
01) 01) (0 5-4
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5 (1 10]
= A’ =
0 1
c) Si se tiene que cumplir que (A—X)-(A+X)=A? = X? = A? + AX —XA-X?=A? - X? = AX - XA=0
] 1 2Y(a b a b)) (1 2 a+2c b+2d a 2a+b
es decir, AX = XA= . = . = = =
0 1)lc d c d/\0 1 c d c 2c+d
a+2c=a=c=0
b+2d=2a+b=d=a X (a b)

= =|X =

c=c 0 a
d=2c+2d
0 k t)(0 k t) (0 0 k? 0 0 k) (0 k t
50)a) A=|0 0 k|0 0 k[=|0 0 0|=A*=A%.A=|0 0 0|0 0 k|=0=|A®=0]
00o0)l000O0O (00O 00 0)JloooO
1 -k k?-t
by B*=l0 1 -k
0 0 1
10t 1 0 2t 1 0 3t 1 0 10t
c)Sik=0,B={0 1 0|=B?=|0 1 0|=B°=|0 1 0|=...=>BY=/01 0
001 00 1 00 1 00 1
X +ky -z =0 1 k -1 1 k -10
51) kx -y +z = 0 = Matricesasociadas:M=| k -1 1|y M*=] k -1 1|0
(k+Dx +vy =0 k+1 1 O k+1 1 010

Como es un sistema homogéneo rang(M) =rang(M*)

1 k -
k=2
IM|=| kK -1 1|=k®-2k —2=O:><k . Para que no tenga la solucion trivial, [M|=0, luego

k+1 1 O
k=2] [k=—1]
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
e Sik=-1,M=-1 -1 1 |=~F,+F~|0 -2 0 |=F,+2F=|/0 0 0 |=
0 1 o0 0 1 O 0 1 O

:{X_y_zzo:x=2}:> Si z=X, Sol: {(K,07K)|7‘€R}

y=0
1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
. F, -2F
e Sik=2,M={2 -1 1 |» |0 -5 3 |=FK-F =0 -5 3 |=
F, -3F
3 1 0 0 -5 3 0 0 O
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X+2y—2=0=>x=-2/5 —
= y = = Si z=X\, Sol: (—x,%,kjﬂeR
5y-3z=0=y=3z/5 5 5

] 1 2Y(a b a b) (1 2 a+2c b+2d a 2a+b
52) Si AP=PA= . = . = = =
0 1)/{c d c d) 0 1 c d c 2c+d
at+2c=a=c=0
b+2d=2a+b=d=a [a bj
= =X

Matematicas II

c=cC 0 a
d=2c+2d
2 1 —-a a=0
53) a) Calculamos [M|=[2a 1 -1/=0=-2a’+2a=0=( a=1
2 a 1 a=-1

e Casol-Sia=0,,azla=-1 [M|=0=rang(M)=3

2 1 0 2 1 0
e Caso2-Sia=0rang(M)=rang/0 1 -1l|=F-F=rang0 1 -1l|=F+F,=
2 0 1 0 -1 1
2 1 0
=rang/0 1 -1|=2
00 O
2 1 -1 F 2 1 -1
e Caso3.-Sia=lrang(M)=rang 2 1 -1 =F2 Fl_rango 0 0|=2
21 1 ot 00 2
2 1 1 2 11
_ F,+F
e Caso4.-Sia=-1 rang(M)=rang -2 1 -1 “E _F =rang/0 2 0|=2
2 -1 1 o 000
b) Existira inversasi a=0,,a=1a=-1,
2 1 -2 -1/4 5/12 -1/12
Sia=2=>M=[4 1 -1|=M*=| 1/2 -1/2 1/2
2 2 1 -1/2 1/6 1/6

|3 1] . (3 1)(3 1) (1 0] 2 1 r a2
54) a) |A|—‘_8 _3‘_ 1: A _[_8 —3} {_8 _3}(0 1J_|:>\A\_1_( 1)

r

‘ 3+1 1+0]J

4 1
-8+0 -3+

=0
-8 —2‘
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3 1 1 0
|A|+|I|=‘_8 _3‘+‘0 1‘=—1+1=0
SRRV R Y

0

a b i 1
c)SeaM:[ J:|M|:ad—bc.Ademas|l|:‘
c d 0 1

a b N 10 a+l b
c d 01 c d+1
Si [M +1|=|M|+|l|=ad -bc+1=(a+1)(d +1)-bc=ad—bc+l=ad+a+d +1-bc=a+d=0=

a b
:>d:—a:>M=[ j
c —-a

‘:1

M +1|= =(a+1)(d +1) -bc

X+2y—-32=0 ) ) 1 1 -3 1 1 -30
55) a) Matrices asociadas: M = y M*=
2Xx+3y—z=5 2 3 -1 2 3 -1

1 1 -30 1 1 -30 X+y-32=0=x=-y+3z _
M* = =F,-2F = = = Siz=A,
2 3 -15 01 5|5 y+5z2=5=y=5-52

Sol: | {8455 21 e R}

X 4y -3z =0 1 1 -30
b) Se platea el sistema: {2Xx +3y —z = 5 = Matrizasociada: M*=|2 3 -15
X +y +z =4 11 14

1 1 -30 11 -30 X+y—-32=0=x=3z-y=3

F, -2F
~ E |0 1 5|5|=¢ y+52=5=y=5-52=0 ;=
-

0 0 44 47=4=17=1
Solucion: [x=3|,|y=0],|z=1

2 2
56) si A=| 2 3o a2 2)[2 |27 aitab
0 b 0 b)lOo b) (0 b?
1

a2=a:>a=<
a’ a’+ab) (a a 0
a)Si A2=A= ; = —=Ja’+ab=a=a(a+b)=a

b? 0 b 1
bzzb:>b:<
0

o 3

Caso1l-Sia=0=b=1=|A
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11
Caso2.-Si a#0=a=1=a+b=1=b=0= Az( j

00
) 00 , (0 0)(0 O 3 10
b) Caso 1.- Si A= = A= . =A=> A =A=>.... =A"=A
01 0 1)10 1
c 2 3 10 0 0
Asi, M=A+ A+ A +.. .+ A=A+ A+ A+....+ A=10A=|M = 0 10
) 11 , (1 1) (1 1 3 10
Caso 2.-Si A= = A" = . =A== A =A==l =A"=A
00 0 0)l0O O

10 10
Asi, M=A+ A2+ A%+ + A=A+ A+ A+...+ A=10A=|M =( J

m m-1 m(m-1)
57) M|=|m 1 m =m(m—2)=0:><
m 1 m-1

m=0
m=2

e Casol-Sim#0,,m=2 |[M|#0=rang(M)=3

0 -1 0 0 -1 0
e Caso2-Sim=0,rang0 1 O |=F+F=rang0 0 0 |=2
0 1 -1 0 0 -1
2 1 2 2 1 2
e Caso3-Sim=2rang 2 1 2|=F-F=rang0 0 0 |=2
11 0 0 -1

58) Si X -A-X'=B=X-A-X'.X=B-X=X-A=B-X

a b a by(2 O 8 —-9)(a b 2a -b 8a—-9c 8b-9d
Sea X = = . = . — — -
c d c d)\0 -1 6 -7)\c d 2c -d 6a—-7c 6b-7d

2a=8a-9c
2c=6a-7c 2a-3c=0=>c=2a/3 a b
= = =X =
—b=8b-9d b-d=0=d=b 3a/2 b
—-d=6b-7d
5 2 0(a b 0 a b 0y(5 2 0
59)a)Si A-B=B-A=|2 5 0|-|c ¢ O|=|c ¢ 0||]2 5 0|=
0 0 1)l0 01 0 0 1)l0 0 1
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Sa+2c=5a+2b
2c+5b=2a+5b

5a+2c 2c+5b 0 ba+2b 2a+5b 0

=|5c+2a 2b+5c 0|= 7c 7c 0> —=la=b=c
5c+2a=7c
0 0 1 0 0
2b+5c="7c
110 2 20 22 22 0 22 22 0
b)Seaa=b=c=1=B=1 1 0|=B?=|2 2 0|=B3=|2> 2% 0|=B*=|2® 2% 0|=>...
0 01 0 01 0 0 1 0 0 1
2° 2° 0
=|B%=|2° 2° 0
0 0 1

X +(k+Dy +2z = -1 1 k+1 2 1 k+1 2|-1
60) kx +y +z = Kk = MatricessM =| kK 1 1|y M*=| k 1 1] k
(k —1)x -2y -z = k+1 k-1 -2 -1 k-1 -2 -1k+1
1 k+1 2 K2
M|=| kK 1 1|=2k’-5k+2=0=(,  _ .
k=1/2
k-1 -2 -

e Casol-Sik=2, k=#1/2, |[M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD

1 3 2(-1 E F 1 3 2|-1
e Caso2-Sik=2 rang(M)=rang|2 1 1|2 |= > " ‘'=rangl0 -5 -3 4 |=F,-F,=
1 -2 -13 ¢ 0 -5 -3 4
1 3 2|-1
=rang 0 -5 -3 4 |=rang(M)=2=rang(M*)= SCI
0 0 O0]o0
1 3/2 2|-1 oF 1 3/2 2|-1
e Caso3.-Sik=1/2,rang(M)=rang| 1/2 1 1[1/2 =2F21=rang 1 2 2|1]=
-1/2 -1 -13/2 : -1 -2 -2/3
1 3/2 2-1
=F+F,=rangl1 2 21 |=rang(M)=2%#3=rang(M*)= SI
0 0 014
X+3y+2z=-1 Y W
b)Sik=2, = y = Si z=A, Sol: [u 3 4,XJ|XGR
—-5y-3z=4 5 5
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0 0 -1(0 0 -1 (1 00
61) A= 0 -1 0|0 -1 01=/0 1 =
-1 0 0)l-1 0 O 001
0 0 -23(0 0 -1} (2 0
B-A={ 0 -2 01/ 0 -1 0]=|0 0|=2l
-2 0 0J(-1 0 O 0 2

Si X-A2+B-A=A’= X 1+2l=1= X =1-21 =[X =—I]

X+2y—-3z=3 ) ) 1 2 -3 1 2 -33
62) a) Matrices asociadas: M = y M*=
2x+3y+z=5 2 3 1 2 3 1|5

1 2 -33
rang(M*)=F, - 2F =rang(0 ‘ 1}zerang(M):SCI

-1 7
X+2y—-3z=3 1 2 -3 1 2 -33
Sea ax+Yy+bz=1,con {2x+3y+z=5SCl,conrang/ 2 3 1 |=2=rang/2 3 1|5
ax+y+bz=1 al b al b1
19 _3 1 2 -3
Como rang[2 3 1J=2:2 3 1|=0=b-1la+7=0=b=11a-7
al b
1 2 -3 3 F _oF 1 2 -3 3
Sustituyendo: rang/2 3 1 |5 :FZ aFlzrangO -1 7 | -1 |=F,+(@1-2a)F, =
a 1 1la-71) °* 1 0 1-2a 14a-7/1-3a
1 2 -33
=rang0 -1 7|-1 :2:>—a=0:>
0 0 O|-a
Sustituyendo:
X+2y—-32=3 1 2 -33 F _oF 1 2 -33 1 2 -33
b) {2x+3y+z=5 M*=2 3 1|5~ > " *'x|0 -1 7|-1|xF-F,~0 -1 7|-1
X+y+z=4 11 114 Pt o -1 41 0 0 -32

X+2y—-32=3=>x=3-2y+32=3+22/3-2=25/3
Asi —y+72=-1=-y-14/3=-1=y=-11/3 .Solucion : [ Xx=—|,|y=——|,|2=—=
-31=2=17=-2/3

1

X—ay=2 . 1 -a
63) a) Matrices M*= a

ax—y=a+1l a -1

2
a+1 ! |M|:

e Casol-Sia=zla=-1 |M|=0=rang(M)=2=rang(M*)=>SCD

_a 2
1 =a“-1=0=a=%#1
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1 -2 1 -12
e Caso2.-Sia=1, rang(M*)= rang(1 jzj =F,-F = rang[0 Ow OJ: rang(M) =rang(M*)=2
= SCI

Caso 3.- Si a=-1, rang(M*)=ran 112 F, + F,=ran 152 =
[ ) - | =—1, = = =
£as0 > g g 1 -1o 2t g9 0 02

rang(M) =1=2=rang(M*)= SI

2 1 -a| 2 1-a l1-a
~F, -aF = ) >y=—"7= =
a+1 0 a“-1l1-a a‘-1 (a-YH(a+l

1 —-a
Solucién para a=1 a;é—l,_M*:( L

a
:yz_—l.Enlalaecuaci()n:x—ay=2:>x=2+ay=2— 2 =2a+2_a:>x:(JILZ
a+1 a+1 a+1 a+l
. -1 -3
b)Siy=2=——-=2=-1=2a+2=2a=-3=|a=—
+1 2
1 1
64)a) A, = = =10
)a) [_1 gJ A,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
b) Ai=|-1 9 1|=|Al=]-1 9 1=F +F =0 10 2|=|A)=10
-1 -1 9 -1 -1 9 0 0 10
1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
-1 9 1 1 19 1 1 0 10 2 2
c) A, = =|A,|= =F +F = = ||A,|=10°
-1 -1 9 1 1 -1 9 1 0 0 10 2
-1 -1 -1 9 -1 -1 -1 9 0 0 01
2 a+l1 1 a=-1
65) Calculamos |A/=[2a 0 1 |=0=>-2a+)@*+a-1)=0=
2 0 a+ 16
2
~1+
e Casol-Sia#-1, a# 1;‘/5 =|A#0=rang(A) =3
2 01
e Caso2.-Sia=-1 rang(A)=rang—2 0 1|=2
2 00
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2 1+_1;‘/g 1
. Caso3.-Sia=_1;‘/§,rang(A):rang —1++/5 0 1 =
2 0 S
2
2 1+2\/§ 1
=rang ~1++5 0 1 (1+\/—)/2 :‘ lJr\/_;«r:0:>rang(A) 2
9 0 1+\/_
2
2 1+_1;‘/g 1
. Caso4.-Sia=ﬂ,rang(A):rang ~1-5 0 1 =
2 ~1-45
2 0 1+
2
2 % 1
=rang -1-J5 0 1 |;Como (1_‘(/35)/2 ;‘z#;to:rang(A)zz
2 o =¥
2
2 21 0 1 -1/2
b)Sia=1 A=|2 0 1|=|A*=[1/2 -1/2 0
2 0 2 0o -1 1
X—2y+2-3v=—4 1 -2 1 -3-4
X+2y+z2+3v=1 ] ] ] 1 3|4
66) = Matriz ampliada asociada: rang(M*)=rang =
2X—4y+2z7-6v=-8 2 -4 2 —-6/-8
2x+2z2=0 2 0 2 0]0
1 -2 1 -3-4 1 -2 1 -3-4
F,-F
=F;, -2F, =ran 0 4 0 618 =F,-F, = 0 4 0 618 =rang(M)=2=rang(M*)= SCI
T TG 9 0 oo |72 T0 0 0 o]0 g =c=rang
F, —2F,
0 4 0 6|8 0 0 0 0f0O

y . _ |x=2y+z-3v=-4 X—2y+z2-3v=-4
Solucion.- El sistema equivalente seria =
4y +6v=38 2y +3v=4

}Si z=A, V=p, se tiene:

4-3v_4-3u
2 2

Asuvez, X—2y+72-3=-A=>X=-A44+2y—-2+=-4+(4-3u)—A+3u=—XA

2y+qv=4=y=——
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4-3
Luego solucién: {(— X,TH e u]|k, ne R}

67) Sean x= billetes de 50€ , y = billetes de 20€, y z = billetes de 10€

X+y+2=225 X+Yy+2=225
Obtenemos el sistema: {50x + 20y +10z =7000; = {5x +2y +z =700
X+2=2y X—2y+2=0
1 1 225 E. _5F 1 2 -3 225 1 2 -3 225
Matriz asociada: M*=|5 2 700 |~ FZ —Flz 0 -3 —4/-425|=F,—-F,=|0 -3 -4(-425
1 -210 * 7t o -3 0]-225 0 0 4]200

X+Y+2=225= x=225-y—-2=225-75-50=100
Se tiene {— 3y — 4z =-425= -3y =425+ 4.50=-225=>y=75;= |x=100 |;|y=75|;[z=50
47=200=2=50

4x  +4ny +2z2 = 2\ 4 4) 2 4 4)n 2|2\
68) S AX +Yy —Az = A ;Matricesasociadas::M=| A 1 -1|y M*=| A 1 -1A
AAX +4Ay +Aaz = 9 4x 4x A a8 4x A9
4 4) 2 A=0
3 2 2 =
M[=|A 1 —1=-10%+1202 —2h = -2A(5)% —6A +1) =0 => 5%2—6k+1=0:>< r=1
a4 4n A A=1/5

e Casol-SiA#0,,A=1 A=1/5 |[M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD

4 0 20
e Caso2.-SiA=0,rang(M*)=rang/0 1 0|0 |=rang(M)=2=3=rang(M*)= Sl
0 0 09
2 2 1)1 1 1 -11 E _oF
e Caso3.-SiA=1 rang(M*)=rang/1 1 -11|=F, <& F,=rang/2 2 1|1 :FZ 4F1:
4 4 1|9 4 4 109) * F
11 -11 11 -131 11 -3 1
=rang/0 0 -3-1|=F,/(-3)=rang/0 0 1|1/3|=F,-5F,=rang/0 0 1|1/3 |=
0 0 5|5 0 0 5|5 0 0 0}10/3

=rang(M)=2=3=rang(M*)=SlI

4 4/5 2 |2
. Caso4.-Sik:%, M*=1/5 1 -1/51/5|.
4/5 4/5 1/5| 9
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4/5 4 96
Como [M|=0=rang(M) <3, pero =4—-—=—=0,luego rang(M) =2
M| g(M) <3, pero | 1‘ TR go rang(M) =
4/5 2
—-2304
A su vez, tomando el menorde M*: | 1 -1/5 1/5 = #0=rang(M*)=3
4/5 1/5 9
Luego, rang(M)=2=3=rang(M*)=SI
4 -4 2|-2 4 -4 2/-2 -1 1 1-1
b) SiA=-1L M*= -1 1 1|-1|=FK+F=/-1 1 1-1|=FoF=~= 4 -4 2-2|~
-4 -4 -19 0 -8 17 0 -8 17
-1 1 1-1 -X+y+z=-1
~F,+4F =~ 0 0 6|-6|= Elsistema sera equivalente a: 6z=-6 , resolviendo :
0 -8 17 -8y+z=7
Soluciéon : [ x=-1|,|y=-1|,|z=-1
2X—y=A 2 -1 2 -1
69) Sea el sistema {Ax —2y=4; Matrices asociadas: M =|A —-2| y M*=|A -2/4
X—-y=2 3 -1 3 =12
2 -1 A A2
a) Como jzliO:rang(M)=2;|Mﬂ:k -2 4=—k2+8k—12=0:>< )
3 -1 2 -

e Casol-SiA#2A#6=|M*=0=rang(M*)=3, como rang(M)=2=>SlI

2 -12
2 _
e Caso2-SiA=2=|M*=0=rang(M*)<3.Como M*=(2 -2/4|y ) ‘——2¢O:>
3 -12
rang(M*)=2=rang(M) = SCD
2 -16 )
o Caso3.-Sik:6:>|M*|=O:>rang(M*)<3.Como M*=|6 —-24 y‘3 j=1¢0:>
3 -12
rang(M*)=2=rang(M) = SCD
2 -1)2 2 -12 2 -1 2 2 -2
b)SiA=2=>M*=|2 -24|=F,-F=|0 -12|=2F, -3F~|0 -12 =K +F~0 -12|=
3 -12 3 -12 0 1|-2 0 0}0

-frsmn s
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2 -16 2 -1 6 2 -1 6
. F, -3F, 2x-y=6
SiA=6=>M*={6 -24|= =0 1|-14|=F-F, =0 1-l4|== =
2F, - 3F, y=-14
3 =12 0 1(-14 0 0|0
=(x=-4|,|y=-14
ala11l
3 a=1
70) a) Calculamos [A=[1 a 1|=0=a’-3a+2=0= _
11 a -
e Casol-Sia=l,ax-2 =|A=0=rang(A)=3
111
e Caso2.-Sia=l, rang(A)=rang/l 1 1|=1
111
-2 1 1 1
e Caso3-Sia=-2, rang(A)=rang 1 -2 1 ,como|A|=O:>rang(A)<3,y‘ 2‘=3¢0
1 1 -2
rang(A) =2
-1 1 1 0 1/2 1/2
b)Si a=-1=A=|1 -1 1 |=|A*=1/2 0 1/2
1 1 -1 1/2 1/2 0
m 1 2m -0
71) a) Calculamos |[M|=jm 1 2 =0:>2m2—2m=0:>2m(m—1)=03<m:1

01 1

Con lo que existira M ™ Ym=0,m=1

b) Para que M ?° sea invertible ‘M 25‘7&0. Pero ‘M 25‘=|M|25 #0 si [M|=0, luego Vm=0, ms1

-1/4 -3/4 1
¢) Por lo visto en a) para m=—1, si existe M !, operando: (M ' =| 1/4 -1/4 1
-1/4 1/4 0

72) a) Al ser un sistema homogéneo rang(M)=rang(M*), luego siempre es compatible. Para que tenga solucion

distinta de x=y=2z=0, tiene que ser compatible indeterminado. Luego rang(M)=rang(M*)<3.

L2 01 L2 01 "1
Es decir, rang(M)=|1» -1 2|<3=|M|=0=]n -1 2=o:sx2—6m5=o:s<k:5
1 - 2 1 - 2 B
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5 2 1 1 -5 2 1 -5 2 1 -5 2
b)ySiA=5,M=5 -1 2|=F+oF=|/5 -1 2|=F -5F=|5 -1 2|=|0 24 -8|=
1 -5 2 5 2 1 5 2 1) \0 27 -9
1 -5 2 1 -5 2
F,/8 X—-5y+2z=0 _
~ ~|0 3 -1li=F-F =0 3 -1|= = Haciendo z =t
F;/9 3y-z=0
0 3 -1 0 0 O
X=5(t/3)+2t=0=x=-t/3
(t/3)+ - = Sol: (—l,i,tjﬂeR
y—-t=0=>y=t/3 33

73) Como AXB=A+B=A"'AXB=A'(A+B)=XB=A'(A+B)=A'A+A'B=1+A'B=

=XB=1+A"'B=XBB'=(1+A'BB'=X=IB'+A'BB'=B'+A™

-1/2 -1 1/6 1/3 -1/3 -2/3
Operando: X = + =X =
-3/2 -2 -1/6 2/3 -5/3 —-4/3

X +ky -z =0
74) a) Seaelsistema 12X —y +2z = 0 sihade tener infinitas soluciones distintas de x=y=z=0,
X -4y +kz = 0
1 k -1 1 k - (=3
entonces rang(M)=|2 -1 2 |<3=[M|=2 -1 2 :0:>—2k2+k+15=0:><k__5/2
1 -4 k 1 -4 k —

b) Si k =3, por el apartado anterior sabemos que el sistema tendra infinitas soluciones. Sustituyendo k:
1 3 -1 1 3 -1 1 3 -1
F, -2F
M=2 -1 2 |=» =0 -7 4| -F =0 -7 4 |=
F,-F
1 -4 3 0 -7 4 0O 0 O

120./7 -2 =0= x=-51/7
{H X }:»sm: {(—@,%,x)xeR}

X+3y—z=0

= Siz=\
—7y+4z=0}

~Ty+4r=0=y=4L/7

-2 01

Y el G e b G et R
a) A° = . = Si A“=aA+bl= =a +b =
1 -2)\1 -2 -1 5 -1 5 1 -2 01

:(2 —1J:(a+b a ]:’

, 1 1 10
75) Sean las matrices: A= 1 , 1=

-1 5 a -—2a+b
b) A®=A?.A2.A=> como A’ =—A+3l, A®=(-A+31)-(—A+31)- A=(A> —6A+91)- A= sustituyendo

de nuevo el valor de A?, =(— A+3l —6A+91)- A=(-—7A+121)- A=—7A? +12A=de nuevo sustituyendo
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—2 19
= 7(-A+31) +12A=7A— 21l +12A=19A— 21 =|A° 2(19 59]

X +ay -z = a 1 a -1 1 a -1 a
76) a) qax +2z = -2 Matrices asociadas::M=|{a 0 2 |y M*=la 0 2|-2
X +z = -2 1 0 1 1 0 1|-2
1 a -
a=0
M|=la 0 2 =—a(a—2)=0:>< .
a=2
1 0 1

e Casol-Sia=0,,a#2 |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD

10 -10 10 -10
e Caso2.-Sia=0rang(M*)=rang/0 0 2|-2|=F-F=rang/0 0 2(-2|=F,-F,=
1 0 1|-2 0 0 2-2
10 -10
=rang|0 0 2|-2|=2=rang(M)= SCI
0 0 0|0
1 2 -12 11 -11
_ F, - 2F, F,/4
e Caso3.-Sia=2, rang(M*):rang 2 0 2|-2|= =rang|2 2 1|1|= =
, —Fp F,/2
1|-2 4 4 1|9

0 -1 1|-2

X—2=0=>x=12 ) i
c) Si a=0, el sistema se transformara en =Si y=A\, se tendra:

1 2 -12
rang 0 -1 1|-1|=F - 2rang{ -1 1|-1{=3#2=rang(M)=SI
1
0 2 2 1
1="2=271=-
0

o O O

Sol: [{~1%-1) L eR}

2 4 6)| |2 4 6° 1 2 31° 1 2 3°*
77 a6 0 3||=|6 0 3 =[2:/6 0 3| =2*.|6 0 3 =2%.3*=[1296
a By a By a By a By
10 20 3 1 2 3 1 2 3
by|2 0 1(=10-3-]2 0 1/=10-[6 0 3/=10-3=[30
3o 3B 3y o B vy o B vy
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Bao+2 3B+4 3y+6 3oo+2 3B+4 3y+6 3o0+2 3B+4 3y+6
c)| 2a 2B 2y |=2-] a B v =R -F =2 a B vy |=F -3F, =
o+6 B y+3 o+6 B y+3 6 0 3
2 4 6 1 2 3 1 2 3
=2-la B y|=2-2-jo B y|=F,<F,=-2-2:(6 0 3=-4.3=[-12|
6 0 3 6 0 3 a B vy
2x +my +3z = 3 2 m 3 2 m 313
78) a) < X +y —2z = 0 Matrices asociadas: :M=|1 1 -2|y M*=|1 1 -20
5. (m+l)y +z = 9 5 m+1 1 5 m+1 119
2 m 3 3
M= 1 -2=-4m-6-0=m=-.
5 m+1 1
e Casol.-Si m;t—g, |M|#0= rang(M) =3=rang(M*)= SCD
2 -3/2 3|3 1 1 =20
3 F, - 2F,
. CasoZ.-m:—E,rang(M*):rang 1 1 -20|=F, < F=rang|2 -3/2 3|3 e
5 -1/2 119 5 -1/2 1]9) * 71!
1 1 -2/0 1 1 -2 0
=rang|0 -7/2 7|3 =11F2—ZF3=rang0 -7/2 7| 3 |=3%#2=rang(M)=SlI
0 -11/2 11|9 0 0 0|-15
2 0 3|3 1 1 -20 E _oF 1 1 -20
b) Si m=0, sustituyendo: |1 1 -2/0|xF, < F,~(2 0 3|3 ze 5F1~ 0 -2 73|~
51 119 51 119 3 ! 0 -4 11|19
1 1 -20 1 1 -20
=0 -2 73| -2F, =0 -2 7|3 :>;Sustituyend0 en la 22 ecuacion:
0 -4 11|19 0 0 -33

-2y —-7=3=-2y =10:>. Por dltimo sustituyendo en la 12 ecuacion: X—5+2=0 :>

79) La matriz A=

1
0
0

(I

1
0
a

José Manuel del Toro
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4tendra inversa si su determinante es distinto de cero. Es decir:
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1 a1
|A=[0 1 0|#0=]a=0
0 1 4

Matematicas II

Suponiendo que a =0, calculamos la inversa de la matriz A en funcién de a utilizando el método de

Gauss-Jordan:

1 a 11 0 O 1 a 11l 0 O 1 a 11 O 0
0 100 10|=F-F~0100 1 0|xF/a=~0 1 00 1 0 |[=rF-F~
0 1 a0 0 1 0 0 a0 -1 1 0 0 10 -1/a 1/a
1 a 01 1/a -1/a 1 0 01 (1-a%)/a -1/a
=0 1 00 1 0 |=F -aFR,=|0 1 00 1 0 [=
0 0 10 -1/a 1/a 0 0 110 -1/a 1/a
1 (1-a?)/a -1/a
=/At=]0 1 0
0 -1/a 1/a
m-1 1 m 1 1 1 2 m-1 F_F
80)a) rang(A)=rang| 1 m-1m 1 |=FoFR=rang] 1 m-1 m 1 |= 2t =
F,—(m-1)F
1 1 2 m-1 m-1 1 m 1
1 1 2 m-1 1 1 2 m-1
=rang(0 m-2 m-2 2-m |=F+F,=rang|0 m-2 m-2 2-m
0 2-m -m+2 2m-m? 0 0 0 2+m-m?
e Casol.-Si2+m-m?#0=(2-m)l+m)=0=m=2 m=-1, rang(A) =3
1121
e Caso 2.- Si m=2, sustituyendo en la Gltima matriz: rang|0 0 0 0|=1
0000
1 1 2 -2
e Caso 3.- Si m=-1, sustituyendo en la Ultima matriz rang|0 -3 -3 3 (=2
0O 0 0 O
X X
0 -1 1 0 1 0
b)Sim=0, A Z =|0l=|1 -1 0 1| Z =| 0 |= Diagonalizando A:
0 1 1 2 -1 0
t t
-1 1 0 1 E L -11 01 - X+y+t=0
+
1 -10 1 NFZ Fl_ 0 0 0 2|=Elsistema quedara: 2t=0 =t=0,
1 1 2 -1 * {0 220 2y+2z=0

José Manuel del Toro
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-x+y=0

sustituyendo: { }:> Llamando y =2, se obtiene: Sol: {(k k,—k,O] he R}

y+z=0

. X+2y—-2z=0 . . 1 2 - 1 2 10
81) a) Sea el sistema . Matrices asociadas: M = y M*=
2X—y+z2=3 2 -1 1 2 -113

. 1 2 10 1 2 10 L
rang(M*)=rang 1 =F, - 2F =rang 5 33" 2=rang(M) < n?incénitas, SCI

2 3 0
2 0
b) Siafiadimos la ecuacion: z =0, las nuevas matrices del sistema quedarian: |2 -1 13
0 O 0
1 2 10
diagonalizando: F, —2F, =rang|0 -5 33 |=3=rang(M)= SCD
0 0 10
) ] ) X+2y—-z=0 i o
¢) Si sumamos las ecuaciones del sistema 5 3 obtenemos: 3x + y =3, bastaria con afiadir la
X—y+2Z=
ecuacion 3x+ y =0 para que el sistema fuera incompatible.
-a 0 a -a 0 a
82) a) Dadalamatriz A=| a a-1 0 |,calculamos primero |[A=la a-1 0 |=a(2-a)
0 a a+2 0 a a+2
e Casol-Sia=0,, a=z2 =|A=0=rang(A)=3
0 0 O
e Caso2.-Sia=0,rang(A)=rang/0 -1 0(=2
0 0 2
-2 0 2 -2 0 2
e Caso3-Sia=2,rang(A)=rangl 2 1 O|=F,+F=rang 0 1 2|=F,-2F, =
0 2 4 0 2 4
-2 0 2
rangf 0 1 2|=2
0 0O
-a 0 a

b) Existira A™ si [A#0=|a a-1 0 |=0,porelapartado a) si

0 a a+2

Si a=1 procediendo por Gauss-Jordan:
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-1 0 11 00 1 00010 100010
1 000 1 O0|=FReF,=|-1 0 11 0 O|=F,+F=|0 0 1|1 1 O|=F, o FR~=
0 13001 0 13001 013001

100010 1000 1 0 0 1 0
~F,+F~/0 1 30 0 1|~F,-3FR~/0 1 0-3 -3 1|=/A"=[-3 -3 1

00 11 10 0011 1 0 1 10

-a 0 a

83) a) Com0|A| =la a-1 0 |=0=rang(A)<3, luego el sistema nunca ser4 compatible determinado
0 a a+2

0 1 0 10
b)Si a=4 y B=| -1/, las matrices asociadas sistema al serian: |0 2 0|—1|. Calculando rangos:
b 4 5 40b
1 0 10 1 0 10 1 01 O
rangf 0 2 O-1|=F;,-4F =rang 0 2 0O-1|=rang 0 2 0 -1
4 5 40b 0 50b 0 0 O2b+5
. 2 si b=-5/2 , . : . S
Se tiene: rang(A) =2 y rang(A*)= . . Luego el sistema es incompatible si |b = ——
3 si bx-5/2 2
0 1 0 140
c)Sia=4y B=| c |, las matrices asociadas sistema al serian: |0 2 0| ¢ |. Calculando rangos:
10 4 5 410
1 0 10 1 0 10 1 01 O
rangl0 2 Oc |=F;—-4F =rang/0 2 O c |=2F, -5F, =ranrang 0 2 0 ¢
4 5 410 0 5 010 0 0 020-5c

2 si 20-5c=0=>c=4

Se tiene: rang(A) =2 y rang(A*)= .
9(A)=2 y rang(A") {3 si 20-5c#0=>c=4

Luego el sistema sera compatible indeterminado si

1 0 10
X+z2=0=>x=-2
Solucién: Tomando |0 2 0/4 |= Si z=A, se obtiene: Sol: {(—7\.,4,7\417\,€R}
2y=4=y=2
0 0 00
X +y +kz = Kk 1 1 Kk 1 1 klk
84)a){ x +ky +z = k? .Matricesasociadas::M=|1 k 1|y M*=1 k 1/k?
kx +y +z = 1 k 1 1 k 1 11
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1 1 k
, k=1
IM|=1 k 1=(@1-k)’(-k-2)=0= (—p
k 1 1 B

o Casol-Sik=#l k=-2 |[M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD

1111 1 1 11
o Caso2.-Si k=1l rang(M*)=/1 1 l1|=F —-F =rang/0 0 00 |=1=rang(M)<3= SCI
11 11 0 0 00
1 1 -2-2 E_E 1 1 -2-2
o Cas03-Sik=-2 rangM*)=| 1 -2 1|4 |=_% '=rangl0 -3 3|6 |=F,+F,=
F; +2F
-2 1 11 0 3 -3-3
1 1 -2-2
=rangl0 -3 3|6 |=3#2=rang(M)=SI
0 0 0]3
1 1 0lo 1 1 0lo 1 1 0[0
b) Si k=0, sustituyendo: |1 0 1|0 |(=F,-F~/0 -1 10|~ F+F=|0 -1 10
01 11 0 1 1.1 0 0 21

1 1
Z= E ; Sustituyendo en la 22 ecuacion: —y+z=0=|y= E .. Por dltimo de la 32 ecuacion:

1
X+y=0=|x=——
y 2
2a -2 a’
85)a) [A=-1 a -l=4-a’=0=a=+2
2 1 a

e Casol-Siaz+2=|A=0= rang(A)=3

—4 -2 4 -1 -2 -1
e Caso2.- Si a=-2, sustituyendo matriz: rang| -1 -2 -1|=F < F,=rang|-4 -2 4 |=
2 1 -2 2 1 -2
E _4F -1 -2 -1 -1 -2 -1 -1 -2 -1
=2 "'-rang| 0 6 8 |=F,<&F,=rang| 0 -3 —-4|=F,+2F,=rang| 0 -3 —4|=2
F, +2F,
0 -3 -4 0O 6 8 0 0 O
4 -2 4 -1 2 -1
e Caso3.-Si a=2, sustituyendo matriz: rang| -1 2 -1|=F < F,=rang| 4 -2 4 |=
2 1 2 2 1 2
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-1 2 -1 -1 2 -1
F, +4F
= =rang| 0 6 O |=6F;,-5F,=rang| 0 6 0 |=2
F, + 2F,
0 5 0 0 0 O
4 -2 4)\(x 2
b) Sea a=2, el sistema en forma matricial seria: -1 2 -1}|y|=|1|.Estudiando rangos:
2 1 2)\z b
4 -2 4|2 -1 2 -11 -1 2 -3 1
F, +4F
rangM*)=-1 2 -11|=F < F,=rangl 4 -2 4|2|= =rang| 0 6 0| 6 |=
F, +2F
2 1 2b 2 1 2|b 0 5 0b+2
-1 2 -1 1 -1 2 -3 1
=F,/6=rang| 0 1 0| 1 |=F-5F,=rang| 0 1 0] 1
0 5 0b+2 0 0 O(b-3

e Casol.-Si :> rang(M) =2, rang(M*) =3:>
e Caso2-Si , =rang(M)=2,=rang(M*)= . Calculamos solucién:

-1 2 -11

-X+2y-z=1 ,
0 1 01| 1 Llamando z=A, se obtiene: Sol:
0 0 0|0 y=

—_—

(L-2L%) 1R}

2 -2 1)(x -1
c) Sea a=1, el sistema en forma matricial seria: |—-1 1 —-1||y|=| 2 |.Por Gauss:
2 1 1)\z 2

2 -2 1|-1 -1 1 -12 -1 1 -12
=-1 1 -142|=F<&F=rang 2 -2 -1-1|=F+2F =rang 0 0 -13|=
2 1 1,2 2 1 1,2 0 3 -16
-X+y-2=2
= -7=3 , luego . Sustituyendo z en la 22 ecuacién:. Por ultimo sustituyendo
3y—-z=6

Y, Z enla 12 ecuacion

0 1 m-1 0 1 m-1 m
86) a) Matrices asociadas: M =| 0 m-1 1 oy M*=| 0 m-1 1 m
m-2 0 m-2 0 0 m+2

0 1 m-— 1 .
M|=| 0 m-1 1 |=(m-2): =—m(m-2)?=0=
m-1 1
m-2 0 0

m=0
m=2

e Casol-Sim#0,,m=2, |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD
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0 1 -10 -2 0 0]2
e Caso2.-Sim=0,rangM*)=| 0 -1 1(0|=F,<F=rangl 0 -1 1|0(=F+F,=

-2 0 0]2 0 1 -10

-2 0 02

=rangl 0 -1 1/0|=2=rang(M)<3= SCI

0 0 00

0 1 12 0 1 12
e Caso3.-Sim=2 rang(M*)=|0 1 1j2|=F,—-F =rang/ 0 0 00 |=2.

0 0 04 0 0 04

Comorang(M)=1, SI

-2 0 02
—2x=2=>x=-1
b)Sim=0, M*~| 0 -1 10 :{ }Si Z=), se obtiene: Sol: {(—LX,X}XER}
-y+z2=0=>y=z2
0 0 00
Si m=1 sustituyendoen M*~| 0 0 11 |= z=1 ,luego |x=-3| |y=1| [z=1
-1 0 03 —-X=3=>x=-3
1 3 -2 1 3 -2
F,+F
87) rang(A)=ran bloa F, -2F ran 0 4 a-2 F,+F
= = — = = —+ =
J W2 0 -al”_ Yo 6 4-a| 27T
F,—-(@a+2)F,
a+2 0 a 0 -3a-6 3a+4
1 3 -2 1 3 -2 1 3 -2
0 -2 2 0 -1 1 F, - 6F, 0 -1 1
=rang =F,/2=rang = =rang =
0 -6 4-a 0 -6 4-a | F,—(3a-6)F, 0 0 -2-a
0 -3a-6 3a+4 0 —-3a-6 3a+4 0 0 -2

Por tanto [rang(A)=3| YaeR

senx cosx O
88) a) [M|=[cosx —senx 0 =-sen’x—cos’ x=
0 0 1

senx cosx O0) (senx <cosx O 1 00
b) M?=|cosx —senx O|-|cosx —senx 0|=|0 1 O :m
0 0 1 0 0 1 0 01

c) M25=M12'2*1=(M2)12-M=I12-M=|-M=
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2 4 0 2 4 0|4k
89) a) Matrices asociadas: M =| —k® k% k|: y M*=|-k® k? k|0
1 k O 1k O0k?
2 4 0
. 2 4 k=0
M[=|-k* K2 K=—k:~ |=—k(@k-4)=0=( .
1 k k=2
1 k O

e Casol-Si k#0, k2 |[M|#0=rang(M)=3=rang(M*)=> SCD

2 4 00
e Caso2.-Si k=0, rang(M*)=rang|0 0 0|0 |=2=rang(M)<3= SCI
1 0 00
2 4 08 1 2 04
_ F/2 F, +4F
e Caso3.-Si k=2, rang(M*)=rang| -8 4 20 |= =rang| -4 2 10|= =
F,/12 F,-F
1 2 04 1 2 04
1 2 04
=rang|0 10 1|16 |=2=rang(M)<3= SCI
0 0 OO0
b) Si k=1, el sistema es compatible determinado. Sustituyendo:
2 4 04 —1110F2F -11 110 -11 110
M*=|-1 1 10|=F,<F=~| 2 4 04 ze Flz 0 2 -2/4|~F,-F,~| 0 2 -2|4
+
1 1 oft 1 1o01) * ' lo 2 1) 0 0 3|3
-X+y+z=0 120
-X+y-1=
= 2y—-271=4 = =>1—X+1-1=0= x=0;s. Luego: |x=0||y=1||z=-1
y o= } Luego: [x=0} [y=1, [z=-1
3z=-3=z=-1
c) Si k=2, el sistema es compatible indeterminado. Sustituyendo:
L 2 04 1 2 0 4 2y =4
X+2y=
M*~|0 10 1/16|= = y Haciendo y=A, Sol: {(4—2%,%,16—10%)%5R}
0 10 1 16 10y +z=16
0 0 QO
k k k? k=0
90)a) [Al=|1 -1 k|=-4k+4k®=0=-4k(1-k?)=0=(k=-1
2k -2 2 k=1

e Casol-Si k=0,+1=|A=0= rang(A)=3
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0 0 O
e (Caso 2.- Si k=0, sustituyendo matriz: rang|1 -1 0[=2
0 -2 2
1 1 1 E_F 1 1 1
e Caso3.-Si k=1, sustituyendo matriz: rang|1 -1 1 :FZ 2; =rang|0 -2 0|=
2 -2 2) 2 71 0 -4 0
1 1 1
=F-2F,=rang|0 -2 0|=2
0 0 O
-1 -1 1 -1 -1 1
. . ) F,+F
e Caso4.- Si k=-1, sustituyendo matriz: rang| 1 -1 -1 = 2F=rang 0 -2 0|=2
-2 -2 2) ¥ 7 0 0 O
2 2 4)(x 12
b) Si k=2, el sistemaqueda: |1 -1 2|-|y|=| 6 |.Como pora) rang(A) =3, el sistema ser4 compatible
4 -2 2)\z 8
determinado. Sustituyendo:
2 2 412 1 1 16 1 1 1|6
A*=|1 -1 2|6 |=F,/2~|1 -1 2/6|~_° '~|0 -2 0|0 |=F,-3F,~
F, —4F,
4 -2 2|8 4 -2 28 0 -6 —-6-16
1 1 1|6 X+y+2z=6
~|0 —2 0| 0 |.Asielsistema se reduce a: -2y=0=y=0
0 0 -6-16 -6z=-16=12=16/6=8/3
1
Sustituyendo en la primera ecuacion: X +1—; =6=X :é . Luego: |X= 3t y=0||z =%
1 1 1)(x 4
c)Si k=1, elsistemaqueda: |1 -1 1|y |=]|3].Estudiamos rangos:
2 -2 2)\z 3
1114FF1114 1 1 1|4
1 -1 13 zFZ 2; ~|0 -2 0-1|~F,—2F,~|0 -2 0|-1|.Luego: rang(A) = 2 # 3=rang(A*)
2 -2 23) °* 7t |0 -4 03 0 0 O0-1

El sistema no tiene solucion.

4 -1 1 -2
91) a) Estudiaremos elrangodeB=| -2 -3 -7 -8 | mediante menores
3 2-a 3+a 3
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-1

Como 3‘=—14;t0:>|’ang(B)22, va
4 -1 1 4 -1 -2

Tomando -2 -3 —-7|=40-40a=0=a=1 y -2 -3 -8=36-36a=0=a=1
3 2-a 3+a 3 2-a 3

Luego:

Sia#1l=rang(B)=3
Sia=1=rang(B)=2

0 1 2
b)Si a=0, A=[-2 -1 0|=|A=4%0=existe A".ConloquesiAX=B=A"AX=A"B=
1 0 1

Y %

— X =A7’B. Calculando A™ = % % —1|. Sustituyendo:
Wohoh
Y-V Y e -1 1 -2y [1 2 3

x=\ ¥ - -1}]-2 -3 -7 -8|=|0 -1 1 0
2 0 0 -1
% % % 3 2 3 3
x 1 1 x=1 0 0 O
1 1 0 -1 0 O
92) 1 I , =FK-F, = yO 1 O:triangularinferior :‘(X—l)(y—l)(z—l)‘
111 1 1 1 1
3 a 4 3 a 416
93) a) Matrices asociadas: M=| 1 a+1 1 |: y M*=| 1 a+1 1|3
a-1 -a -3 a-1 —-a -3-3
3 a 4
) a=-1
M|=| 1 a+1 1|=-3a’-8a-5=0= .
a=-5/3
a-1 -a

e Casol-Sia=-1,a=-5/3 |[M|=0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD

3 -1 4|6 1 0 1|3
e Caso2-Sia=-1rangM*)=rang| 1 0 1|3 |=FR<F=rang| 3 -1 4|6 |=
-2 1 -3-3 -2 1 -3-3
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E _aF 1 0 1|3 1 0 13
= % “'—rang|0 -1 1|-3|=F,+F,=rang|0 -1 1|-3|=2=rang(M)<3=SCl
F; +2F
0 1 -13 0 0 0O
3 -5/3 4|6 9 -5 12/18
e Caso3.-Sia=-5/3 rang(M*)=rang| 1 -2/3 1|3 |=3F=rang| 3 -2 3|9 |=
-8/3 1 -1-3 -8 3 -3-9
3 -2 3|9 3 -2 3|9
F, -3F
=Ko F=rang| 9 -5 12|18 |= =rang|0 1 3|-9|=FK+F =
3F; +8F,
-8 3 -2-9 0 -1 -345
3 -2 39
=rang|0 1 3-9|=3#2=rang(M)=SI
0 0 036
1 0 13
] X+2=3=>X%x=3-12 ) )
b)Sia=-1 M*~|0 -1 1-3|= Si z=A, se obtiene:
0 0 00 -Yy+z=-3=>y=7+3

Sol: {3-1,3+ 1,1 LR}

94) det(@, b,d)=-1, det(d, ¢ d)=3, det(b, ¢, d)=-2
a) det(d, 3d,b) =3-det(a, d,b) =C, <> C, =—3-det(d, b,d) = (-3)(-1) =|3]
b) det(@—b, ¢,—d)=det(d, ¢,—d)—det(b, c,—d) =—det(d, ¢, d) +det(b, ¢,d) =—3+(-2) =
c) det(d +3b,24,b —3a+d)=2-det(d +3b,a,b—3a+d)=C, +3C, =2-det(d +3b,d,b+d)=C,-C, =
—2-det(d +36,d, — 20) = —4-det(d + 35,4, b) = —4-(det(d &, b) + det(3b,d,5) )= como el 2°

determinante es ccero (dos columnas proporcionales) = —4-det(5,é, 6) =C,oC =

—4.det(d,d,b)=C, «<>C, = —4-det(d,b, d) = (-4)(-1) =|4]

1 0 -2 1 0 -2|2
95) a) Matrices asociadas: M=|a -1 1 |: y M*=|a -1 1|-8
2 0 a 2 0 al4
1 0 -2
M|=la -1 1|=-a-4=0=a=-4.
2 0 a

e Casol-Sia#—4, |M|=0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD
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1 0 -2/2 1 0 -22
- F, +4F
e Caso2.-Sia=-4,rang(M*)=rang| -4 -1 1|-8 =E _oF =rang|0 -1 -7/0|=2=
2 0 -44 P 0 0 0}0
=rang(M) < 3= SCI
b) Si a=-b, por a) el sistema sera compatible determinado
1 0 -22 1 0 -22 X—2z=2
F, +5F, X=2
M*=| -5 -1 1]|-8|= ~|0 -1 -92|~r=4 —-y-9z=2 = =
F,—2F, —y=2
2 0 -5/4 0 0 -10 -z=0=12z=0
Luego: |Xx=2||y=-2||z=0
a 75 7 50
96) a) Matrices asociadas: M =|1 a 1 y M*=|1 a 1|3
0 11 1 1-2
a 7 5
) a=-1
IM|=]1 a l=a’-a-2=0= :
a=2
0 11
e Casol-Sia#-1a=2 |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD
-1 7 50 -1 7 50
e Caso2-Sia=-1rang(M*)=rang| 1 -1 1 3 |=F,+F =rang| 0 6 6 3 |=F, o F =
0 1 1-2 0 1 1-2
-1 7 50 -1 7 50
=rang| 0 1 1-2|=F,-6F,=rang| 0 1 1-2|=3%2=rang(M)=SI
0 6 63 0 0 03
2 7 50 1 2 13
e Caso3-Sia=2rang(M*)=rang|1 2 13 |[=F,<F=rang|2 7 50 |=F,-2F =
0 1 1-2 0 1 1-2
1 2 13 1 2 13 1 2 13
=rang|0 3 3-6|=F, o F=rang|0 1 1-2|=F-2F,=rang|0 1 1-2|=2=rang(M)= SCI
01 1-2 0 3 3-6 0 0 00

b) Si a=4, por a) el sistema serd compatible determinado
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4 7 5/0 1 4 13 1 4 1 3
M*=l1 4 1|3 |[rF,oF=[4 7 50 |~F,-4F ~|{0 -9 1-12|=F, & F, =
0 1 1]-2 0 1 1]-2 0 1 1-2
1 4 13 1 4 1|3 X+4y+z2=3
~0 1 1-2|~FK+9F =0 1 1|-2 |= y+z=-2 =
0 -9 1]-12 0 0 10}-30 10z=-30=z=-3
Resolviendo: (x=2| |y =1||z=-3
1 2 13
) , i L i X+2y+z=3| _
c) Si a=2, por a) el sistema serd compatible indeterminado M*~|0 1 1-2|= 5 Siz=A\,
y+z=-2=
0 0 QO

se obtiene: Sol: {(X+7,—2—X,X] he R}

97)a) Si XA=B = XAA" =BA™" = X =BA™. Para que esta ecuacién tenga solucién debe existir A™, es decir,

1 2 0
(A#0.asi: [A=1 1 2]|20=>A+10=[h=-]]
0 -1 -
1 4 0 1/5 4/5 8/5
b)Si A=4, A=|1 1 2 |.Calculando: A*=| 1/5 -1/5 -2/5
0 -1 -1 -1/5 1/5 -3/5
01 1 1/5 4/5 8/5 0 0 -1
Como X=BA*=|1 0 -1|| 1/5 -1/5 -2/5|=|X=|2/5 3/5 11/5
21 0)\-1/5 1/5 -3/5 3/5 7/5 14/5
01 1
c) Si |AZB|=|A2|-|B|=|A|2~|B|,como B=|1 0 -1|=|B|=-1,ycomo pora) |A=2+1, setendra:
21 0
|A’B|=—(1+1)°
1 1 a a 0 1 a a
1 a a
98) a) |A|—a 11 A_c,-c _p-t b 4 _ gesarrollando orlal®columna =—(a-1)-la 1 1=
Tlaa1 1 2T 0 a1 1] P ) )
a a 1
a a al 0 a al
1 0 a
=C,-Cz3=(1-a):-la 0 1 =desarrollando por la 22 columna =—(a—1)(1—a)- 3 1‘ =
a a-11
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=(1-a)’-(1-a%)=(1-a)’(l-a)@l+a)=|(1-a)*@+a)

Rango de A- Si a=1 a=-1, |A=0=rang(A) =4

1111 1111
Si a=1, rang(A)=ran tiil F, —F =ran 0000 1
la=1, = = - = =
g 911117772 90 00 0
1111 0 00O
1 1 -1 -1 11 1 1
11 -1 -1
Si a=-1, rang(A) =ran -l F, +F =ran 02 00 rang|]0 2 0 0 |=3
|:—, = = = = =
d 9.1 211 1 ot 90 0 o J
0 0 -2 O
-1 -1 -1 1 00 -2 0

b) Sia=1, rang(A)=1, como el sistema AX =0es homogéneo, sera compatible indeterminado

1 1 1 1) (x 0
0 00 O0|]|y 0
. =| |=X+y+z+w=0.Llamando x=A,y=1,2=0=>W=—A—-pn—0
0 00 O0||z 0
0 00 0)(w) (0O

Luego, solucién: {(k W, 0,—A—p— 6] A, 0e R}

c) Sia=-1, rang(A)=3, como el sistema AX =0es homogéneo, serd compatible indeterminado

X
11 -1 -1 X+y—-z-w=0
02 0 0 Z: o |71 2y=0=y=0 |. Llamando x=A=%-w=0=>w=1
00 -2 0 -2z=0=1z=0
w 0
solucién: {(7» 0,0, 7») Ae R}
A 2 A A A=A
99) a) Matrices asociadas: M =| 1 1 A-1|: y M*=| 1 1 A-1-21
A-11 1 A-11 1 (-1
2 A A
M= 1 1 A-1=-2"+1+2=0= N
A-11 1 B

e Casol-SiA#-1 A#2 |M|#0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD

2 -1 -1 2 2 -1 -10
e Caso2.-SiA=-1 rangM*)=rang| 1 1 -2 2 |=F;+F=rang|1l 1 -22|=2=rang(M)
-2 1 1|-2 0O 0 0|0
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= SCI
2 2 2-1 2 2 2-1
e Caso3.-Si A=-2, rang(M*)=rang|1 1 1l-4|=F-F,=rang|1 1 1/-4|=3
11 11 0 0 Q5
Como rang(M)=2=SI
b) Si A =1, por a) el sistema serd compatible determinado
2110 11 0}-2 1 1 0-2 1 1 0]-2
M*=l1 1 0-2|~rF,oR~|2 1 1|0 | -2FR~|0 -1 1|4 |[rK+FKR~=|0 -1 1|4 |~
01 1|0 01 1|0 0 1 1|0 0 0 24
X+y=-2 5
X+y= _
=4 —y+z=4 ;= = Resolviendo: |X=0|,|y=-2|,|z=2
y el x=0][y=2|[z=2
21=4=1=2
o By a B v (1) (1
100)a) SiA=|y 0 « yB— 0|.Paraque | 2| seasolucionde AX=B,|y 0 al-[|2|=|0
1 B vy 1 B y)\3 1
a +2 +3y =1 1 2 3)(a 1
Operando: 1y + 3o = 0.Enformamatricial: |3 0 1|-|B[=|0
1 +28 +3y =1 0 2 3) |y 0
1 2 311 1 2 3|1 1 2 3|1
rang|3 0 1|0 (=F,-3F =rang|0 -6 -8|-3|=F, < F=rang|l0 2 3|0 |=F +3F, =
0 2 30 0 2 3|0 0 -6 -8-3
1 2 3|1 oa+2B+3y=1
=rang|0 2 3|0 |.Enecuaciones: <« 20+3y=0 :>. Sustituyendo en la 22 ecuacién
0 0 1-3 y=-3

9
23-9=0= B:E . Sustituyendo en la 12 ecuacién oc+2B+3y=1:>cx+9—9=l:>

a 1 1 a 1 1) (x 0
b)Si B=y=1= A=|1 0 a/|,conloqueelsistema AX=0,quedarda: |1 0 al|-|y|=|0
111 1 1 1)\z 0
a 1 1
Para que sea compatible determinado, |A|: 1 0 a|#0. Operando: |A|=oc—oc2 #0=
1 11

~uz0 s
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-11 0 -11 0 X 1
c)Sia=-1p=Ly=0=A=| 0 0 -1|,conloqueelsistema AX=B,| 0 0 -1||y|=|0
1 1 0 1 1 0 z 1
-1 1 01 -11 01
Operando:rang| 0 0 -10|=F+F =rang| 0 0 -10
1 1 01 0 2 0)2
-X+y=1
En ecuaciones: { —z=0 :>,,
2y =2
-1 -1 a
101) a) Sealamatriz A=| -3 2 a | dicha matriz tendra inversa si |A[#0
0 a -1

-1 -1 a :
Operando: |[A/=|-3 2 a=2a2—5¢03a¢i\/;

0 a -
2 -1 2
b) Si a=2, por apartado a) la matriz A tendra inversa. Operando: |[A™* =1 -1/3 4/3
2 -2/3 5/3

102) Sea x = precio cuaderno, y = precio rotulador, z = precio boligrafo

5X+2y+3z=22

. Despejando y de la 22 ecuacion:
2X+y+6z=14

a) Se plantea el sistema de ecuaciones {

y=14-2x—6z . Sustituyendo en la 12 ecuacion: 5x+2(14—-2x-6z)+3z=22=

Con lo que

b) 8x-+3y=8(9z—6) +3(26—24z) =

1
103) Sean A=| 1

N P
w
I
<
@)
I
o O o

a) Calculamos los valores para los que |A| =0

1
A= 1
a-1

:—a3+3a2—2a:0:>—a(a—1)(a—2):O:>Si‘a=0,a=1,a=2 no existe A

QD D D
N P D
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-1/12 1/3 -1/4
b) Si a=-2=|A#0 (ver apartado a)),|A™ =| -5/24 -1/6 -1/8

-1/3 1/3 0
111
c)Sia=1=, A=|1 1 1|y elsistema homogéneo AX =0 es compatible indeterminado.

012

111 111

. , X+y+z=0
Resolviendo: 11 1|=F,-F~=|0 0 0| Enecuaciones: { }:>
y+2z=0

012 01 2

Si z=X, de la 22 ecuacion: y =—2A . sustituyendo en la 12 ecuacion: X = A

La solucion sera {(X,—Zk,k)| e R}.

. . a 2 11
104) Sea la ecuacion matricial: -B=
3 7 11

-1 -1
» o (a 2 , a 2 11
a) Para que tenga solucién debe existir para poder despejar B, B = .
3 7 3 7 11
(a2
Existira Si
3 7

a 2
b) Si a=1=13 lainversa de (3 7) (ver apartado a).

_ 12" (7 -2 7 -2)(11
Sustituyendo y operando = , luego B = . =
3 7 -3 1 -3 1 11

a

#0=7a-6#0= a¢§
3 7 7

2 -1 -3 5
] 2 2 -1 a
105) Sea la matriz A=
1 1 6
3 1 -4 a
2 -1 -3 5 —12—35F+2F -1 2 -3 5
2 2 -1 a 2 2 -1 2T 6 -7 a+1
Calculamos: |A| = —C,C,=- F,+F =- _
1 1 1 6 1 1 6 c o r 3 -2 11
3 1 -4 a 1 3 -4 A 5 -7 a+5

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Algebra Lineal - 51



PAU MADRID Matematicas II

6 -7 a+10 6 -7 a+1
= desarrollando por la 12 columna=—(-1)-|3 -2 11 |=|13 -2 11 |=12-2a
5 -7 a+5| b -7 a+5

Igualando a cero |A=0=12-2a=0=a=6

e Casol-Si|a#6=|A=0=rang(A) =4

2 -1 -3 5
. , 2 2 -1 6
e Caso?2.-Si a=6=rang(A) < 4. Sustituyendo: A=
1 1 1 6
3 1 -46
2 -1 -3
Tomandoelmenor: 2 2 -1=9#0= a=6:>rang(A):3‘
1 1 1
4 3 m-1 4 3 m-10
106) a) Matrices asociadas: M =1 -2 m y M*=|1 -2 m (1
5 m 1 5 m 111
4 3 m-
) m=1
M|=]1 =2 m |=-m*+8m-7=0= )
m=7
5 m 1

e Casol-Sim=l m=7,|M|%0=rang(M)=3=rang(M*)= SCD

4 3 00 1 -2 11 E _4F
e Caso2-Sim=1rang(M*)=rang|1 -2 11|=F, < F,=rang|4 3 00 :FZ 5F1:
5 1 11 5 1 11) * ¢
1 -2 1|1 1 -2 1|1
=rang|0 11 -4-4|=F,-F,=rang|0 11 -4/-4|=2=rang(M)= SCI
0 11 -4-4 0O 0 00
4 3 60 1 -2 70 E _4F
e Caso3-Sim=7 rang(M*)=rang|1 -2 7/0|=F, < F,=rang|4 3 60 :F2 5F1:
5 7 11 5 7 11) * 77
1 -2 710 11 1 -2 7|0 1 -2 7|0
=rang|0 11 -220 =F2/17:rang 0 1 -20|=F-F=rang{0 1 -20|=3
0 17 -341) ° 0 1 -21 0 0 O0J1

Como ang(M)=2=SI

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Algebra Lineal - 52



PAU MADRID Matematicas II

b) Si m=1, el sistema es compatible indeterminado (ver apartado a)). Sustituyendo:

4 3 00 1 -2 11 X=2y+z=1
. x-2y+z=1
1 -2 1|1|=|0 11 -—4/—4|.Enecuaciones: =< 1ly—-4z7=-4 } = =
1lly—-4z=-4
5 1 11 0 0 0]0 21=4=12=2

Si z=A,dela22ecuacion: 11y-4r=-4=y= 4

. Sustituyendo en la 12 ecuacién:

x—2.[ 34 +X:1:>x:ﬂ,luego la solucién sera ﬂuk |LeRp|
11 11 11 11

P O O ~_
Il

o r O

o O

Luego, en general:
e A"=1,sinespar

e A"=A, sinesimpar

Con lo que ’AlszA‘ y ’AZO: I‘

b) Si 6X =B —3AX =6X +3AX =B = (61 +3A)X =B = (61 +3A) (61 +3A)X = (61 +3A) 'B=

6 0 3 2/9 0 -1/9
= X =(61 +3A)*B.Como =61 +3A=|0 9 0|=(6I+3A)*=]| 0 1/9 0 |=
306 -1/9 0 2/9
2/9 0 -1/9Y(3 0 0 2/3 0 -1/3
=X=/ 0 1/9 0 0 3 0/=| 0 1/3 0
-1/9 0 2/9){o 0 3) [\-1/3 0 2/3

De otra manera.- 6X =B—-3AX =6X +3AX =B = (61 +3A)X =B=3-(21 + A)X =B, como B =3I

3-21+ AX =31 = I+ AX =1 = X = (21 + A)
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2 01 2/3 0 -1/3
=21+A=|0 3 0|=X=@2I+A)*=]| 0 1/3 0
10 2 -1/3 0 2/3
1 2 3
) t=2
108)a) |[A=[0 t 2/ =t*-9%t+14=0== (o7
3 -1t a

e Casol-Sit=27=|A=0= rang(A)=3

1 2 3 1 2 3
e Caso2.- Si t=2, sustituyendo matriz: rang|0 2 2|=F-3F =rang|0 2 2 |=
3 -1 2 0o -7 -7
1 2 3 1
=F,/2=rang|0 1 1 |[=F+7F,=rang|0 1(=2
0o -7 -7 0
1 2 3 1 2 3
e Caso3.- Si t=7, sustituyendo matriz: rang|0 7 2|=F,-3F =rang|0 7 2 |=
3 -1 7 0 -7 -2
1 2 3
=F+F =rang|0 7 2|=2
0 0O
1-t 2 3
b) [A-tl]=]| 0 0 2/=14-2t=0=[t=7]
3 -10
-m m 1 -m m 1/0
109) a) Matricesasociadas: M= 1 -m 3|y M*=| 1 -m 34
1 -2 -1 1 -2 -10
-m m 1
) m=1
M|=|1 -m 3|=-m*+3m-2=0= :
1 _o m=2

e Casol-Sim=1l m=2, |M|=0=rang(M)=3=rang(M*)=>SCD

-1 1 1|0 -1 1 1|0
) F, oF
e Caso2.-Sim=1 rang(M*)=rang| 1 -1 3|4 |= =rang| 0 0 4|4 |=F,/4=
F,+2F
2 -2 -10 0 0 10
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-1 1 10 -1 1 10
=rang| 0 0 Yl|=F-F,=rang| 0 0 1j4 |=3=2=rang(M)=SlI
0 0 10 0 0 0-1
-2 2 1|0 1 -2 3|4
, F, +2F
e Caso3.-Sim=2, rang(M*)=rang| 1 -2 3|4|=F < F,=rang|-2 2 1|0 =E _oF "
2 -2 -10 2 -2 -10) * ¢
1 -2 3|4 1 -2 34
=rang|0 -2 7|8 |=FR+F,=rang|0 -2 78 |=2=rang(M)= SCI
0 2 -7-8 0 0 00
b) Si m=0, el sistema es compatible determinado (ver apartado a)). Sustituyendo:
0 0 1j0 0 0 1|0 z=0
1 0 3|4|=F-2F,=|1 0 3|4 |.Enecuaciones: § X+3z=4 ;=|x=4|,|y=4|,z=0
2 -2 -10 0 -2 -7-8 -2y—-172=-8

c) Si m= 2, el sistema es compatible indeterminado (ver apartado a)). Sustituyendo:

-1 1 110 1 -2 34
1 -1 3|4|= |0 -2 7/8|.Enecuaciones: {
2 -2 =10 0 0 00

X—2y+3z=4

.Si z=A, de la 22 ecuacion:
-2y+72=8

—-2y+7A=8=y =%. Sustituyendo en la 12 ecuacion: X—Z-(y}dk =4=,

= X—7TA+8+3h =4 = x=4A—4luego la solucién sera {(4% —4,?,%) re R} .

2a-2b ¢ b5b 2a-2b ¢ b 22 ¢ b a ¢ b
110)a) |2d—-2e f 5e[=5-2d-2e f ¢e=C,+2C;=5-2d f ¢=5-2-[d f ¢e=C,C;=
-2 3 10 -2 3 2 2 3 2 1 3 2
a b c a b c 2a-2b ¢ b5b
=-5.2.d e fl.como|d e f|=3,[2d—2e f b5e/=|-30
1 2 3 1 2 3 -2 3 10

a-1 b-2 2c-6/ |a-1 b-2 2(c-3) a-1 b-2 c¢-3 a-1 b-2 c-3
b)| 2 4 12 |=| 2 4 2:6 |=2-] 2 4 6 =221 22 2-3|=

d e 2f d e 2f d e f d e f
a-1 b-2 c-3 a b c a b c
=22:{1 2 3 |=F+F,=41 2 3=F,oFR=-4|d e f|=(-4)-3=[-12
d e f d e f 1 2 3
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111) Si AB=BA=

3a+c=3a+b
3b+d=a
a=3c+d
b=c

Matematicas II

3 1Y(a b a b 31 3a+c 3b+d 3a+b a )
. = . = = —> en ecuaciones
1 0/ {c d c d 10 a b 3c+d ¢

. La 12 y 4@ ecuacion son equivalentes, luego

.

3b+d b
b d

|
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