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Álgebra Lineal 



1) Sea el sistema: 























acybz

bazcx

cbxay

 Matrices asociadas: 


















a

b

c

bc

ac

ab

M

0

0

0

* ; abc

bc

ac

ab

M 2

0

0

0

  

    Como 0,, cba , SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

    Aplicando Cramer: 








abc

acaba

abc

bca

ab

abc

x
22

0

223

bc

cba

2

222




 

 








abc

babcb

abc

ba

abc

cb

y
22

0

0

223

ac

acb

2

222






 








abc

cbcac

abc

ac

bc

cab

z
22

0

0

223

ab

bac

2

222








2) Teoría 

 

3) )1)(1(

101

111

00





 ppp

p

p

p

A  

    a)   01 AA 1,1,0  ppp  

    b) Si  2p 


















101

131

002

A




















102/1

3/13/10

002/1
1A  

 

4)   







































































61

21
264

45

38
369

61

21
32

45

38
23

BA

BA

BA

BA

 Sumando ambas ecuaciones: 

 





























013

1326

122

42

1215

924
13A 










01

12
A  
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    De la 1ª ecuación: 






















































42

02

03

36

45

38

01

12
3

45

38
2

45

38
23 BBA  

       









21

01
B  

 

5) 











8765

7654

6543

5432

28272625

27262524

26252423

25242322

A Sacando fuera potencias de 2 de las cuatro columnas   

        





















3333

2222

14

3333

2222

5432

28272625

27262524

26252423

5432

2

28272625

27262524

26252423

5432

2222 sacando 2 de la 2ª,     

        
22 de la 3ª  y 

32  de la 4ª filas 

8765

7654

6543

5432

2222 3214
restando a cada fila la anterior: 

         

1111

1111

1111

5432

220 0  

 

6) 





























''''''''''2

'''''2

2

''''''''''''

''''''

''''''''''''

'''''' 31

32

21

acaba

acaba

acaba

CC

acabca

acabca

acabca

CC

CC

accbba

accbba

accbba

 

    













''''''

'''2

''''''''''

'''''2
12

13

cba

cba

cba

CC

CC

acaba

acaba

acaba

12  

 

7) 



























 


dbca

dc

dc

ba
AM

11

10
 ; 




















 










cdd

abb

dc

ba
MA

11

10
 

     Si 




























































cddb

dca

dab

cb

cdd

abb

dbca

dc
MAAM 







 


dc

ccd
M  
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8) 














132

3985

23

zyx

zyx

mzyx

 
























1

3

312

985

123

*

m

M ; 0

312

985

123









M (El sistema no será nunca com- 

      patible determinado) 

    Estudiamos rangos: 


















































13

12

1
2

5

1

3

3/

312

985

3/13/21

3/

1

3

312

985

123

FF

FF
m

rangF

m

rang  























































 2332 2

)3/5(3

)3/2(1

3/

3/223/140

3/113/70

3/13/21

)3/2(1

)3/5(3

3/

3/113/70

3/223/140

3/13/21

FF

m

m

m

rangFF

m

m

m

rang   

























m

m

m

rang

31

)3/2(1

3/

000

3/113/70

3/13/21

 

   Caso 1.- Si SCIMrangMrangm  *)(2)(
3

1
 

   Caso 2.- Si SIMrangMrangm  3*)(2)(
3

1
 



9) Veamos si BA   es una matriz ortogonal. Es decir si IBABA t  )()(  

    Como 
ttt ABBA  )( ,  ttttt ABBAABBABABA )()()( como B es ortogonal  

     tt AAAIA como A es ortogonal I  

 

10) Sea S  sistema de m ecuaciones con n incógnitas, con matrices asociadas: 
1* 



nm

nm

MA

MA
 

     Como es compatible determinado, nArangArang  *)()(  (por Rouche) , luego 

nm

o

nm

nm







1

1

  

    Consideremos ahora 'S  con m-1 ecuaciones y n incógnitas, de matrices: 
11

1

* 







nm

nm

MB

MB


 Caso 1.- Si nm 1 , nMB  y 1*  nnMB , como *)()()( BrangnBrangnArang   

      Luego el sistema sería Compatible Determinado 

 Caso 2.- Si nm 1 , el sistema sería Compatible Indeterminado      



11)  Sea el sistema 















022

02

02

tyx

tzy

zyx

, matriz de coeficientes: 





















1022

1210

0121

M  
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       Estudiamos rango: 







































12420

1210

0121

2

1022

1210

0121

)( 12 rangFFrangMrang 























234600

1210

0121

)42( 23 rangFF 

a) Si  0230462)(Mrang
2

3
  

b) Si 43)(0  Mrang , sistema compatible indeterminado. 

Sustituyendo 








































zttz

ytzy

zxzyx

2036

002

02

3600

1210

0121

. Sol:   Rzzzz  2,,0,  

 

12) Sean x = Kg de café tipo A, y = Kg de café tipo B y z = Kg de café tipo C 

       Se obtiene el sistema: 






















1050940950875980

)(2

1050

zyx

yxz

zyx

de la 2ª ecuación 
2

z
yx  , sustituyendo  

       En la 1ª ecuación:  1050
2

z
z 700z ; de donde xyyx  350350 . Sustituyendo en la 3ª  

      ecuación  15750105987000700950)350(875980 xxx 150x  

      Por último:  xy 350 200y  

 

13) Sean x = monedas de 100 de A, y = monedas de 100 de B, y z = monedas de 100 de C 

      Obtenemos el sistema: 






















)1(21

2

36

yx

zyx

zyx

Operando: 






















32

2

36

yx

zyx

zyx

Matricialmente: 

 




























































 2321 3

39

17

36

130

110

111

)2/(

39

34

36

130

220

111

3

2

36

021

111

111

* FFFFFM i 

 


















12

17

36

200

110

111

19
11617

30

6

17

36

122

17

36




























































x
y

yx

z

zy

zyx

z

zy

zyx



        Luego: 19x  ; 11y  ; 6z  

 



PAU MADRID                                                                                                                                                                               Matemáticas II                                                                                                                            
 

José Manuel del Toro                                                 www.matdeltoro.com                                        Resueltos Algebra Lineal - 5 
 

14) a) 2

22

11

01

)( 


















 rangArang , pues 01
11

01



;  

           2
113

022
)( 












 rangBrang ; pues 04

13

22





 

         4)()(2)(

000

135

022

113

022

22

11

01





















































 BrangArangABrangBA  

     b) 



























































10

01

22

22

10

01

22

11

01

fefed

cbcba
X

fed

cba
IAX  

            



































1212

02

202

12

fefe

fed

cbcb

cba

sustituyendo: 1
0212

122













da

ffd

cca
 

 

               











ff

cc
X

121

21
 

     c) 

























































































10

12

32

222210

12

32

22

11

01

dbca

dbca

ba

dc

ba
BYA t

 

          













































122

022

1

2

3

2

db

ca

db

ca

b

a

sustituyendo 











































01022

0822

4

2

3

2

db

ca

d

c

b

a

No existe dicha matriz Y 



15) a) 
1

1
0)1)(22(

11

3221

20

0

31

111

21















































 ABAB  

           La matriz AB  es invertible si  0AB 1  y 1  

     b) 0

222

2

314

111

21

20

0

31
2 



















































 BABA , luego nunca es invertible 
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     c) 




































































































bzyx

azyx

b

a

zyx

zyx

b

a

z

y

x

b

a

z

y

x

A
22

111

21
, sistema que no  

        puede ser nunca compatible determinado, pues tiene 3 incógnitas y solo 2 ecuaciones 



 16) 














262

242

062

azayx

zayx

zyax

 Matrices asociadas: 




















2

2

0

62

42

62

*

aa

a

a

M , 82

62

42

62
2  a

a

a

a

M  

       
2

2
40820 22






a

a
aaM  

a) Caso 1.- Si 2a , SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

      Caso 2.- Si 2a , 











































12/

10/

4

2

0

1200

1000

622

4

2

0

622

422

622

3

2

1
F

F
rangFFrang i 



 SIMrangMrangrangFFrang 









































 3*)(2)(

15/8

5/1

0

000

100

622

3/1

5/1

0

100

100

622

23 

            Caso 3 .- Si 2a , SCIMrangMrangrangFFrang i 

































*)(2)(

0

2

0

000

200

622

0

2

0

622

422

622

1 

b) Solución si 2a , 











































1

03

22

0622

0

2

0

000

200

622

*
z

zyx

z

zyx
M .  

            Si  33zxy Solución:   R 1,,3  

 

17) 
















a

a

a

a

FF

FF

FF

a

aa

aaa

aaaa

234

0211

0021

0002

234

23

2

43

32

21

3)2( aa  



18) Sean x = billetes de 1000 , y = billetes de 2000, y z = billetes de 5000  

      Obtenemos el sistema: 






















yx

zyx

zyx

2

20052

95

Sustituyendo: 

























20055

953

200522

952

zy

zy

zyy

zyy
 

     Resolviendo: 50x  ; 25y  ; 20z  
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    19) a) 














23

32)1(

azyax

ayax

azyxa

Matrices:






















2

3

13

01

121

*

a

a

a

a

a

a

M , 101

13

01

121





 aa

a

a

a

M 

 Caso 1.- Si 1a , SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si 1a , 














 


























 1312

1

2

1

131

120

011

1

1

2

131

011

120

FFrangFFrang  

      














 
















 



0

2

1

000

120

011

2

2

1

120

120

011

23 rangFFrang SCIMrangMrang  *)(2)(  

      b) El sistema es compatible determinado si 1a . Resolvemos por Cramer: 

 












1

1

1

132

01

123

a

a

a

a

a

a

x 1x  

 










1

0

1

12

0

131

aa

aa

aa

aa

y 0y  

 












1

22

1

23

1

321

a

a

a

aa

aa

aa

z 2z 

 

20) Sean las matrices 









dc

ba
A  y 










hg

fe
B , es claro que daATraza )( ; heBTraza )(      

a) )()()( BTrazaATrazahdea
hdgc

fbea
Traza

hg

fe

dc

ba
TrazaBATraza 







































  

b) dhcfbgae
dhcfdgce

bhafbgae
Traza

hg

fe

dc

ba
TrazaBATraza 






































 )(  

     hdgbcfea
hdgbhcga

fdebfcea
Traza

dc

ba

hg

fe
TrazaABTraza 






































 )(  (Iguales) 

c) Si 2)()(  ITrazaBAABTrazaIBAAB ; por a) )()()( BATrazaABTrazaBAABTraza  , y  

    por apartado b) 0)()(  BATrazaABTraza , con lo que 02   

d) Sean las matrices 









00

01
A  y 










10

00
B  , 










00

00
BA  
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    0)(  BATraza , 1)( ATraza y 1)( BTraza , luego )(ATraza 0111)( BTraza  

 

21) a) 














)2()1(

)2()1(

)2)(1(

3

2

aaazyx

aazayx

aazyax

Matrices:
























)2()1(

)2()1(

)2)(1(

11

11

11

*
3

2

aa

aa

aa

a

a

a

M     

 0)2()1(

111

11

11
2  aaa

a

M 

 Caso 1.- Si 2,1  aa , SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si 1a , el sistema es homogéneo, luego compatible 

 Caso 3.- Si 2a , el sistema es homogéneo, luego compatible 

      c) Si 2a , 



















































13

12

12

2

211

112

121

211

121

112

*)(
FF

FF
rangFFrangMrang  

           














































000

330

121

330

330

121

23 rangFFrang


























zy

zx

zy

zyx

033

02
, si z  

           Solución:   R ,,  



22) a) 














0)1(

)1(

1

zyx

zyx

zy

Matrices asociadas: 





















111

111

110

M y  






















0

1

111

111

110

*M  

       
1

0
0)1(

111

111

110








M  

 Caso 1.- Si 1,0  , SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si 0 , 



































 2)(

0

0

1

000

111

110

0

0

1

111

111

110

23 MrangrangFFrang 

SCIMrang  *)( 

 Caso 3.- Si 1 , 














 




















2331

1

1

0

110

110

101

0

1

1

101

110

110

FFrangFFrang  



PAU MADRID                                                                                                                                                                               Matemáticas II                                                                                                                            
 

José Manuel del Toro                                                 www.matdeltoro.com                                        Resueltos Algebra Lineal - 9 
 

SCIMrangMrangrang 














 

*)(2)(

0

1

0

000

110

101

 

     b) Si 0 , 











































zy

x

zyx

zy
M

1

1

0

1

0

0

1

000

111

110

* . Si z , Sol:    R ,1,1 

     c)  Si 3 , el sistema es compatible determinado. 














 






















1

3

0

110

112

121

0

3

1

121

112

110

* 13 FFM  

          
































































2

1

0

200

110

121

1

1

0

110

110

121

3/

1

3

0

110

330

121

2 23312 FFFFF 1z  

          Sustituyendo: 












011

1012

yy

xyx
. Sol: 1x , 0y , 1z  



23) a)  














0

02

05

zyx

kzx

zyx

Matriz asociada: 60122

111

02

511

111

02

511
























 kkkMkM  

 Caso 1.- Si 6k , SCDMrangMrangM  *)(3)(0 . Solución: 0 zyx  

 Caso 2.- Si 6k , 










































23

13

12

420

420

511
2

111

602

511

FFrang
FF

FF
rang  

       SCIMrangMrangrang 
















 *)(2)(

000

420

511

 

   Como 






























zyzy

zxzyx
M

2042

305

000

420

511

* z , Sol:    R ,2,3  

b) 





















zyx

zyx

zx

zyx

22

0

032

05

 Matrices asociadas: 




























221

111

302

511

M y   




























221

0111

0302

0511

*M  

 








221

0111

0302

0511

*M desarrollando por 4ª columna 



 18)1232(

111

302

511
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                (Ver determinante de la matriz M anterior) 

 Caso 1.- Si 0 , SIMrangMrangM  )(4*)(0* .  

 Caso 2.- Si 0 , 



























































14

13

12 2

021

111

302

511

0021

0111

0302

0511

*)(

FF

FF

FF

rangMrang  























































































300

600

510

511

2

2

1320

420

510

511

510

420

1320

511

24

23

42 rang
FF

FF
rangFFrang  

                  SCDMrangMrangrang 
















 *)(3)(

600

510

511

, Sol: 0 zyx  



24) a) 














65

232

22

azyx

zyx

zyx

Matrices asociadas: 





















a

M

15

312

211

y  




















6

2

2

15

312

211

*

a

M  

       80324

15

312

211





 aa

a

M  

 Caso 1.- Si 8a , SCDMrangMrangM  *)(3)(0 .  

 Caso 2.- Si 8a , 
















































4

2

2

260

130

211

5

2

6

2

2

815

312

211

*)(
13

12
rang

FF

FF
rangMrang  

             SCIrangMrangrangFF 
















 (*)2)(

0

2

2

000

130

211

2 23  

b) Si 8a , 






























yzzy

yxzyx
M

3223

2522

0

2

2

000

130

211

*   Si y ,  

     Solución :   R 32,,25  

 

25) a) Sea 




















































100

010

331

100

010

221

100

010

111
32 AAA



















100

010

1 kk

Ak
 



PAU MADRID                                                                                                                                                                               Matemáticas II                                                                                                                            
 

José Manuel del Toro                                                 www.matdeltoro.com                                        Resueltos Algebra Lineal - 11 
 

























































 

211

211

000

)(

211

211

000

)()(

211

211

000
111 kkkkkk AXAXAAXABCXA  

    Es decir, 

































 




















 

211

211

000

100

010

1

211

211

000 kk

AX k





















211

211

000

X  

26) a) 




























11

11

11

111

M ; 
3

1
0)1)(3(

111

111

111

111

* 3














M  

 Caso 1.- Si 3,1  , SIMrangMrangM  )(4*)(0* .  

 Caso 2.- Si 1 , 













































0

0

0

1

000

000

000

111

*)(

1

1

1

1

111

111

111

111

*)( 1 MrangFFMrang i  

  SCIMrangMrang  )(1*)(  

 Caso 3.- Si 3 , 
























































 








8

4

4

3

440

040

400

111

3
1

1

1

3

113

131

311

111

*)(

14

13

12

rang

FF

FF

FF

Mrang  

*)(3)(

0

4

4

3

000

040

400

111

4

4

4

3

400

040

400

111

2434 MrangMrangrangFFrangFF 



















 

































 SCD 

b) Si 3 , sabemos que el sistema es compatible determinado 

     





































 























 






144

144

3

4

4

3

040

400

111

0

4

4

3

000

040

400

111

*

yy

zz

zyx

M     Sol: 1 zyx  

c) Si  SCI3  





















 1

0

0

0

1

000

000

000

111

* zyxM  Si 












tz

sy
 Sol :   Rsttsts  ,,,1 



27) a) 














azy

zayx

zyax

12

14

  Matrices asociadas: 



















110

21

41

a

a

M y  


















a

a

a

M 1

1

110

21

41

*  
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

3

1
032

110

21

41
2






a

a
aaa

a

M 

 Caso 1.- Si 3,1  aa , SCDMrangMrangM  *)(3)(0 .  

 Caso 2.- Si 1a , 

































 2/

1

2

1

110

220

411

1

1

1

110

211

411

*)( 212 FrangFFrangMrang  

      



































0

1

1

000

110

411

1

1

1

110

110

411

23 rangFFrang SCIMrangMrang  *)(2)(  

 Caso 3.- Si 3a , 













































1212 3

3

1

1

110

413

231

3

1

1

110

231

413

FFrangFFrang  







































































5/14

5/1

1

000

110

231

3

5/1

1

110

110

231

10/

3

2

1

110

10100

231

232 rangFFrangFrang  

   SIMrangMrang  *)(32)(  

  b) Si 1a , 


















0

1

1

000

110

411

*M 













1

14

zy

zyx
 Si 














1

3

y

x
z Sol:   R ,1,3  

  c) Si 2a , el sistema es compatible determinado.  

     



























































2

122

5/3

2

1

3

110

221

050

2

2

1

1

110

221

412

*)( 21

zy

zyx

y

rangFFrangMrang  Sust. el valor de y 

        
























5/7

125/6

5/3

z

zx

y

Solución: 
5

13
x  , 

5

3
y  , 

5

7
z  

 

28) a) Sea 3
32

100

010

001

331

441

101

431

541

430

IAAA 






























































  

     b) Como  IAAIAAIAAIA )( 2223
 multiplicando por 

1A  a los dos lados: 

           IAAAA 121 )(
21 AA 

 

c)   AAAAAA 3333331333100 )( por apartado a)  AIAAI 33)( AA 100
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29) Sean x edad madre ; y edad primer hijo ; z edad segundo hijo. Se plantea el sistema: 

 













































42

10

12655

42

101010

)1414(514

zyx

zyx

zyx

yxz

zyx

zyx

Matrices asociadas 














 









42

10

126

111

111

551

*M  

    Diagonalizando: 














 
















 
















 









32

136

126

200

440

551

168

136

126

640

440

551

42

10

126

111

111

551

* 231 FFFFM i  

    
























16

1813644

4412655

z

yzy

xzyx

 Solución: 44x  , 18y  , 16z  



30) 













































13

12

21
5

2

3445

202

3101

3445

3101

202

)(
FF

FF

a

arangFF

a

a

rangArang  

     
















































8200

12940

3101

12940

8200

3101

23

a

arangFF

a

arang  

 Caso 1.- Si 3)(,4  Aranga        

 Caso 2.- Si ,4a  













































 23

3

2

4300

4300

3101

2/

3/

8600

12900

3101

)( FFrang
F

F
rangArang  

                






















0000

4300

3101

rang 2)(,4  Aranga  

 

31) a) 














1

02

2

azyx

zyax

yx

  Matrices asociadas: 























a

aM

11

21

011

y  






















1

0

2

11

21

011

*

a

aM  

       
0

1
0)1(

11

21

011











a

a
aa

a

aM  

 Caso 1.- Si 0,1  aa , SCDMrangMrangM  *)(3)(0 .  

 Caso 2.- Si 0a , 











































1

0

2

000

210

011

1

0

2

011

210

011

*)( 13 rangFFrangMrang  

     SIMrangMrang  *)(32)(  
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 Caso 3.- Si 1a , 
















































 32

13

12

1

2

2

100

200

011

1

0

2

111

211

011

*)( FFrang
FF

FF
rangMrang 













































0

1

2

000

100

011

2

2

1

2

200

100

011

23 rangFFrang SCIMrangMrang  *)(2)( 

   b) Si 1a , 






















0

1

2

000

100

011

*M 













11

2

zz

yx
 Si y , Sol:   R 1,,2  

   c) Si 2a , el sistema es compatible determinado.  

        










































































2/112

423

2

1

4

2

200

230

011
2

1

0

2

211

212

011

*
13

12

zz

zy

yx

FF

FF
M Sustituyendo z,  

        













1413

2

yy

yx
 Solución: 1x  , 1y  , 

2

1
z  

 

32)  a) 














zyx

zy

zyx 2

  Matrices asociadas: 

























11

110

11

M y  































2

11

110

11

*M  

       0

11

110

11









M ,  . Como  01
10

11
2)( Mrang    

       



























































 23

2

2

13

2

)1(

110

110

11

11

110

11

*)( FFrangFFrangMrang  

       




























2

2

22000

110

11

rang . 
1

0
0)1(2022 2




  

 Caso 1.- Si 1,0  , SCIMrangMrang  *)(2)( .  

 Caso 2.- Si 1,0  , SIMrangMrang  *)(32)( . 

       b) Si 0 , 






























0

0

0

0

0

000

110

011

*
zy

yx
M  Si z , Sol:   R ,,  
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          Si 1 , 






























1

1

0

1

1

000

110

111

*
zy

zyx
M  Si z , Sol:   R ,1,2 



33) a) Si   IAAAAIAAIA 112 AA 1
 

      b) Como  IAAAAIA 2432






paresnsiI

imparesnsiA
An

 

      c) Si 









a
A

0

11
como  IA2 
















 



























10

01

0

11

10

01

0

11

0

11
2a

a

aa
 

        



































1

00

01

11

2a

a
1a  

 

34) a) 














1

2

3)1()2(

zmyx

zymx

zymxm

Matrices: 

























11

11

112

m

m

mm

M y  
























1

2

3

11

11

112

*

m

m

mm

M  

          Si 1m , 
























1

2

3

111

111

103

*M  23 FF 




















3

2

3

002

111

103
























2/332

2

3333

xx

zyx

xzzx



           Solución : 
2

3
x  , 1y  , 

2

3
z  



  b)  
1

0
0

11

11

112
2













m

m
mm

m

m

mm

M  

 Caso 1.- Si 0,1  mm , SCDMrangMrangM  *)(3)(0 .  

 Caso 2.- Si 0m , 













































 1313 2

3

2

1

112

110

101

1

2

3

101

110

112

*)( FFrangFFrangMrang  

      















































1

2

1

000

110

101

1

2

1

110

110

101

23 rangFFrang  

     SIMrangMrang  *)(32)(  
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 Caso 3.- Si 1m , 
















































 32

13

12

2

3

1

010

030

121

2

2

1

111

111

121

*)( FFrang
FF

FF
rangMrang 















 
























9

2

1

000

010

121

3

3

2

1

030

010

121

23 rangFFrang SIMrangMrang  *)(32)( 





35) 









100

2

110

2

111

22

222

32

22

21

22

bbaba

bbababa

CCbbaba

bababa

CCbbaa

baba

desarrollando por la 3ª    

       fila 
3

22222

21

22

)(
0

)(

0

2
ba

ba

babba

ba

babbaba
CC

baba

bababa















  

 

36) Sea 









dc

ba
B , si 





















































39

03

13

0

39

03

13

0

dc

ba

dc

ba
BB  

      


























ddc

bba

ddc

bba

393

393

3

3















































cc

aa

ddd

dcdc

bbb

baba

3

3

03

933

03

933

suponiendo 0,0  ca  3 

     Las matrices serán de la forma 









0

0

c

a
B  



37) a) 














2

52

9343

zyx

zymx

zyx

  Matrices asociadas: 



















111

12

343

mM y  


















2

5

9

111

12

343

* mM  

           101

111

12

343

 mmmM  

 Caso 1.- Si ,1m , SCDMrangMrangM  *)(3)(0 .  

 Caso 2.- Si 1m , 







































13

12

13
3

9

5

2

343

121

111

2

5

9

111

121

343

*)(
FF

FF
rangFFrangMrang  




































0

3

2

000

010

111

3

3

2

010

010

111

23 rangFFrang SCIMrangMrang  *)(2)( 
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    b) Si 1m , 






























3

2

0

3

2

000

010

111

*
y

zyx
M  Si z , Sol:   R ,3,1  



38) a) Sean : 























oscomunitari no billetes precio

oscomunitari billetes precio

nacionales billetes precio

z

y

x

. Se plantea el siguiente sistema : 

      






























700

13002

1200

70001010

130002010

12000101010

yx

zx

zyx

yx

zx

zyx

 

      Matrices asociadas: 



















011

201

111

M y  


















700

1300

1200

011

201

111

*M  

      Resolviendo: 




















500

100

1200

100

110

111

* 1FFM i 
























500500

400100500

30050040012001200

zz

yy

zzyx



      Solución: €300x  , €400y  , €500z  

  b) Si el precio de los billetes nacionales bajan un 20%, costarán un 80%, es decir, €2403008.0
100

80
 x  

      por lo que hay que subir el precio de los billetes comunitarios: €60240300  , luego el nuevo precio de estos 

      sería €46060400  , lo que supone una subida 15.0460)1(400  tt . Subida del %15  

 

39) Sean A  y B  matrices invertibles  

      a) Como )(0)(0 BIABBIABBABABABA  , multiplicando por la 

          inversa de BI  : ABIBBIBIABIB   111 )()()()( , multiplicando de nuevo por 

          la inversa de B , ABBIABBIBB   11111 )()(  

      b) Si 













12

11
A  . Sea 










tz

yx
B , como  BABA 













12

11































tz

yx

tz

yx

12

11
 

          













12

11

























































tyzx

tyzx

tz

yx

tz

yx

tz

yx

2212

11

12

11
Igualando: 

          







































































2/1

0
121

122

12

0

1
221

222

12

21

22

1

1

y

t
tt

ty

ty

x

z
zz

zx

zx

tyt

zxz

tyy

zxx















01

2/10
B  


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40) a) 














0

0)1(

042)1(

zayx

zyax

zyxa

 Matrices asociadas:

























11

1)1(1

421

a

a

a

M   y  

          
























0

0

0

11

1)1(1

421

*

a

a

a

M  . Como es un sistema homogéneo *)()( MrangMrang   

           303

11

1)1(1

421









 aa

a

a

a

M  

 Caso 1.- Si ,3a , SCDMrangMrangM  *)(3)(0 .  

 Caso 2.- Si 3a , 















































13

12

13
2

422

121

131

131

121

422

)(
FF

FF
rangFFrangMrang  























000

010

131

rang SCIMrangMrang  *)(2)(  

    b) Sea 3a , 















































00

03

000

010

131

*
y

zx

y

zyx
M . Si z , Sol:   R ,0,  



41) a) 




















215

113

001

A




















112

121

001
1A  

     b) Si   111111 )()( tttttt ABAAAXBAAXBAAXAABAXA  

          
tABAX )( 11   . Es decir,  

          














 







































110

120

211

000

010

001

112

121

001

X






















342

431

211

 

 

42) a) Sea el sistema: 












23

12

yx

yx
. Podemos añadir cualquier ecuación equivalente a una de ellas, por ejemplo: 

           242  yx  (dos veces la 1ª ecuación) 

   

  b) 












12

122

zyx

zyx
. Tomamos, por ejemplo, “dos veces 1ª - 2ª”, o sea: 1433  zyx  
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43) a) 


















310

111

211

B
























03/13/1

111

13/13/4
1B  

      b) ABXABXBBAXB   111
. Es decir: 

 









































320

210

021

03/13/1

111

13/13/4

X






















3/23/13/1

511

3/113/13/4





44) a) 







 0000

00

00 222 AAAAAAA 0A  

      b) 






































00

00

10

01

11

43
2

k . Por el apartado anterior 




















0

10

01

11

43
k  

           



0)1(0120

11

43 22 kkk
k

k
1k  

 

45)   a) 














1

1

3

zyx

zyx

zyx

  Matrices asociadas: 

























111

1

13

M y  














 









1

1

111

1

13

*M  



1

2
04220

11

110

11
2












M 

 Caso 1.- Si 1,2  , SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si 2 ,. 



















 





















13

12

13
2

2

1

1

132

221

111

1

1

2

111

221

132

*)(
FF

FF
rangFFrangMrang  

         














 
















 



0

0

1

000

310

111

0

0

1

310

310

111

23 rangFFrang SCIMrangMrang  *)(2)(  

 Caso 3.-  Si 1 ,. 














 





















 







 23

13

12
2

0

0

1

040

020

131

1

1

1

111

111

131

*)( FFrang
FF

FF
rangMrang  

















 



0

0

1

000

020

131

rang SCIMrangMrang  *)(2)( 


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       b) Si 2 , 








































 


zy

zzyx

zy

zyx
M

3

411

03

1

0

0

1

000

310

111

*  Si tz  , Sol:   Rtttt  ,3,41  



46) a) 














4)2(2

123)1(

3)1(

zmyx

mzymmx

zyxm

  Matrices asociadas :

























221

31

111

m

mm

m

M y   

             


























4

12

3

221

31

111

* m

m

mm

m

M  

           

4

2

1

0825

221

31

111
23

















m

m

m

mmm

m

mm

m

M  

 Caso 1.- Si ,1m , ,2m ,4m  SCDMrangMrangM  *)(3)(0 .  

 Caso 2.- Si 1m , 



















































3

3

4

112

321

321

4

3

3

321

321

112

*)( 13 rangFFrangMrang  

          


























11

1

4

550

000

321

2 13

12
rang

FF

FF
SIMrangMrang  *)(32)(         

 Caso 3.- Si 2m , 










































 23

13

12

1

3

3

110

110

111
2

4

3

3

021

312

111

*)( FFrang
FF

FF
rangMrang  

                




















2

3

3

000

110

111

rang SIMrangMrang  *)(32)(  

 

 Caso 4.- Si 4m , 







































13

12

13
3

4

3

7

4

113

334

221

4

7

3

221

334

113

*)(
FF

FF
rangFFrangMrang  

                  









































0

9

4

000

550

221

9

9

4

550

550

221

23 rangFFrang SCIMrangMrang  *)(2)(  

    b) Si 4m , 











































zy

x

zy

zyx
M

5/9

5/2

955

422

0

9

4

000

550

221

*  Si z , Sol: 
















 R,

5

9
,

5

2
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

47) a)








22

132

zyx

zyx
  Matrices asociadas: 












112

321
M   y   


















2

1

112

321
*M  

        















































zyzy

zyxzyx
FFM

)7/3(073

321132

0

1

730

321
2

2

1

112

321
* 12  Si z ,  

          Sol: 



















 R,

3

7
,

3

5
1  

     b) Consideremos el sistema: 















zyx

zyx

zyx

5

22

132

 . Matrices asociadas: 





















15

112

321

M y  


















 2

1

15

112

321

*M  

          Si el sistema tiene que ser compatible indeterminado, *)(2)( MrangMrang  . 

          Como 2)(03
12

21
 Mrang . Para que 0,2)(  MMrang 



 01830

15

112

321

 

           6           

           Sustituyendo el valor anterior, 












































5

0

1

2190

730

321

5

2
2

1

615

112

321

*)(
13

12
rang

FF

FF
rangMrang  

   




















5

0

1

000

730

321

3 23 rangFF   052*)(Mrang 5 



48) Si 
11111   ABAXABAAAXBAAXBAAXAABAXA  

  Como 




















 

32

11

12

13 1AA . Así 
















 












32

11

12

11

12

13
X 












76

119
X  



49) Si 



































10

41

10

21

10

21

10

21 2AA  

      a) Si 






























































42

1

0

2

10

41

10

01

10

21

10

412 IAA
1

2




 

      b) Del apartado anterior, IAA  22
. Por otra parte:  AIAAAAAA 22245 )2()( como las  

          matrices A   e I conmutan  AAIA )44( 22
 (como II 2

)  AAIA )44( 2
sustituyendo la  

          expresión de 
2A    AAAIAAIIAAAIIA 34)34()48(4)2(4 2

sustituyendo de  

          nuevo 
2A 
































450

1045

10

01
4

10

21
5453483)2(4 IAAIAAIA 
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            









10

1015A  

      c) Si se tiene que cumplir que 0)()( 222222  XAAXXAXXAAXAXAXAXA  

          es decir,  XAAX 



















 



































dcc

baa

dc

dbca

dc

ba

dc

ba

2

222

10

21

10

21
 

            



































dcd

cc

adbadb

caca

22

22

02











a

ba
X

0
 

 

50) a) 






















































































 0

000

00

0

000

000

00

000

000

00

000

00

0

000

00

0 2

23

2

2 k

tkk

AAA

k

k

tk

k

tk

A 010 A  

       b) 























100

10

1 2

1 k

tkk

B  

       c) Si 0k , 


















































 .......

100

010

301

100

010

201

100

010

01
32

t

B

t

B

t

B


















100

010

1001
10

t

B  

 

51)  














0)1(

0

0

yxk

zykx

zkyx

 Matrices asociadas:

























011

11

11

k

k

k

M   y  
























0

0

0

011

11

11

*

k

k

k

M  .     

      Como es un sistema homogéneo *)()( MrangMrang   

       
1

2
022

011

11

11
2













k

k
kk

k

k

k

M  . Para  que no tenga la solución trivial, 0M , luego  

       2k , 1k  

 Si 1k , 














 













































010

000

111

2

010

020

111

010

111

111

3212 FFFFM  

                  













0

0

y

zxzyx
 Si z , Sol:   R ,0,  

 Si 2k , 







































































000

350

121

350

350

121

3

2

013

112

121

23

13

12
FF

FF

FF
M  
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                  













5/3035

5/02

zyzy

zxzyx
 Si z , Sol: 




















R,

5

3
,

5
 

 

52) Si 



















 




































dcc

baa

dc

dbca

dc

ba

dc

ba
PAAP

2

222

10

21

10

21
 

      



































dcd

cc

adbadb

caca

22

22

02











a

ba
X

0
 

 

53) a) Calculamos 

1

1

0

0220

12

112

12
3













a

a

a

aa

a

a

a

M  

 Caso 1.- Si ,0a , 1a ,1a  3)(0  MrangM  

 Caso 2.- Si ,0a 



































 2313

110

110

012

102

110

012

)( FFrangFFrangMrang  

     2

000

110

012


















 rang  

 Caso 3.- Si ,1a 2

200

000

112

112

112

112

)(
13

12
















 



























 rang
FF

FF
rangMrang  

 Caso 4.- Si ,1a 2

000

020

112

112

112

112

)(
13

12










































 rang
FF

FF
rangMrang  

b) Existirá inversa si ,0a , 1a ,1a  

    Si 






















122

114

212

2 Ma
























6/16/12/1

2/12/12/1

12/112/54/1
1M  

 

54) a) 1
38

13



A  ;  

222 )1(1
10

01

38

13

38

13






























 AIA  

           0
28

14

1308

0113

10

01

38

13




























 IA  
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           011
10

01

38

13



 IA  

      b) 
22 MMMMMM   

      c) Sea bcadM
dc

ba
M 








 . Además 1

10

01
I  

          bcda
dc

ba

dc

ba
IM 






























 )1)(1(

1

1

10

01
 

          Si  011)1)(1(1 dabcdaadbcadbcdabcadIMIM  

           ad 











ac

ba
M  

 

55) a)








532

032

zyx

zyx
  Matrices asociadas: 














132

311
M   y   




















5

0

132

311
*M  

        

       

























 





















zyzy

zyxzyx
FFM

5555

303

5

0

510

311
2

5

0

132

311
* 12  Si z ,  

          Sol:   R ,55,8  

      b) Se platea el sistema: 














4

532

03

zyx

zyx

zyx

Matriz asociada: 






















4

5

0

111

132

311

*M  

          





































 





























144

05555

3303

4

5

0

400

510

311
2

4

5

0

111

132

311

*
13

12

zz

zyzy

yzxzyx

FF

FF
M  

          Solución: 3x  , 0y  , 1z  

 

56)  Si  









b

aa
A

0 











 



















2

22
2

000 b

abaa

b

aa

b

aa
A  

       a) Si 

























































 


0

1

)(

0

1

00
2

2

2

2

22
2

bbb

abaaaaba

aaa

b

aa

b

abaa
AA  

       Caso 1.- Si  10 ba 









10

00
A  
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       Caso 2.- Si  0110 bbaaa 









00

11
A  

  b) Caso 1.- Si AAAAAAA 
























 1032 ......

10

00

10

00

10

00
 

       Así,  AAAAAAAAAM 10........ 1032











100

00
M  

      Caso 2.- Si AAAAAAA 
























 1032 ......

00

11

00

11

00

11
 

        Así,  AAAAAAAAAM 10........ 1032











00

1010
M  

 

57) 
2

0
0)2(

11

1

)1(1











m

m
mm

mm

mm

mmmm

M  

 Caso 1.- Si ,0m , ,2m  3)(0  MrangM  

 Caso 2.- Si ,0m 2

100

000

010

110

010

010

1 









































rangFFrang i  

 Caso 3.- Si ,2m 2

100

000

212

112

212

212

1 



































rangFFrang i  

 

58)  Si XBAXXBXXAXBXAX   11
 

       Sea 











































































dbca

dbca

dc

ba

dc

ba

dc

ba

dc

ba
X

7676

9898

2

2

76

98

10

02
 

       














































bddb

acca

dbd

dbb

cac

caa

0

3/2032

76

98

762

982











ba

ba
X

2/3
 

 

59) a) Si 





































































100

052

025

100

0

0

100

0

0

100

052

025

cc

ba

cc

ba

ABBA  
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      
















































 
























ccb

cac

babc

baca

cc

baba

cbac

bcca

752

725

5252

2525

100

077

05225

100

05225

05225

cba   

      b) Sea .....

100

022

022

100

022

022

100

022

022

100

011

011

1 33

33

422

22

32 





































































 BBBBcba  

            



















100

022

022
99

99

10B  

 

 

60) 














12)1(

12)1(

kzyxk

kzykx

zykx

 Matrices:























121

11

211

k

k

k

M   y  


























1

1

121

11

211

*

k

k

k

k

k

M  .     

       
2/1

2
0252

121

11

211
2











k

k
kk

k

k

k

M  .  

 Caso 1.- Si ,2k , ,2/1k  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si ,2k 














 























 



 23

13

12

4

4

1

350

350

231
2

3

2

1

121

112

231

)( FFrang
FF

FF
rangMrang  

     SCIMrangMrangrang 














 

 *)(2)(

0

4

1

000

350

231

 

 Caso 3.- Si ,2/1k 














 


















 





3

1

1

221

221

22/31

2

2

2/3

2/1

1

112/1

112/1

22/31

)(
3

21
rang

F

F
rangMrang  

           SIMrangMrangrangFF 














 

 *)(32)(

4

1

1

000

221

22/31

23  

   b) Si 2k , 













435

123

zy

zyx
 Si z , Sol: 




















R,

5

43
,

5

7
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61) IA 
































































100

010

001

001

010

100

001

010

100
2

 

       IAB 2

200

020

002

001

010

100

002

020

200
































































  

       Si  IIXIIIXAABAX 2222 IX   

 

62) a)








532

332

zyx

zyx
  Matrices asociadas: 







 


132

321
M   y   













 


5

3

132

321
*M  

       SCIMrangrangFFMrang 

















 )(2

1

3

710

321
2*)( 12  

      Sea 1 bzyax , con 















1

532

332

bzyax

zyx

zyx

 SCI, con 














 
















 

1

5

3

1

132

321

2

1

132

321

ba

rang

ba

rang  

      Como 71107110

1

132

321

2
132

321











 
abab

ba

rang  

      Sustituyendo: 




















































23

13

12
)21(

31

1

3

714210

710

321
2

1

5

3

7111

132

321

FaF

aaa

rang
aFF

FF

aa

rang  

      






















 021

3

000

710

321

a

a

rang 0a  

       Sustituyendo: 7b  

    b) 















4

532

332

zyx

zyx

zyx

, 





































































 



2

1

3

300

710

321

1

1

3

410

710

321
2

4

5

3

111

132

321

* 23

13

12
FF

FF

FF
M  

     Así 























3/223

3/1113/1417

3/2523/223323332

zz

yyzy

zyxzyx

   . Solución : 
3

25
x  , 

3

11
y  , 

3

2
z  

 

63) a)








1

2

ayax

ayx
     Matrices 




















1

2

1

1
*

aa

a
M   ;   101

1

1 2 



 aa

a

a
M  

 Caso 1.- Si 1a ,1a  SCDMrangMrangM  *)(2)(0  
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 Caso 2.- Si 1a , 2*)()(
0

2

00

11

2

2

11

11
*)( 12 













 



















 MrangMrangrangFFrangMrang  

     SCI  

 Caso 3.- Si 1a , 
































2

2

00

11

0

2

11

11
*)( 12 rangFFrangMrang  

 

SIMrangMrang  *)(21)(  

Solución para 1a ,1a  
















































)1)(1(

1

1

1

1

2

10

1

1

2

1

1
*

2212
aa

a

a

a
y

aa

a
aFF

aa

a
M  


1

1






a
y  . En la 1ª ecuación : 









1

22

1
222

a

aa

a

a
ayxayx

1

2






a

a
x  

b) Si 



 322212

1

1
2 aa

a
y

2

3
a  

 

64) a) 











91

11
2A 102 A  

       b) 
























1000

2100

111

911

191

111

911

191

111

133 FFAA i

2
3 10A  

       c)  



































10000

21000

22100

1111

9111

1911

1191

1111

9111

1911

1191

1111

144 FFAA i

4
4 10A  

 

65) Calculamos 

2

51

1

0)1)(1(20

102

102

112
2














a

a

aaa

a

a

a

A  

 Caso 1.- Si ,1a , 
2

51
a  3)(0  ArangA  

 Caso 2.- Si ,1a 2

002

102

102

)( 
















 rangArang  
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 Caso 3.- Si 
2

51
a , 

































2

51
102

1051

1
2

51
12

)( rangArang  

    































2

51
02

1051

1
2

51
2

rang ; Como 2)(0
2

51

10

12/)51(






Arang  

 Caso 4.- Si 
2

51
a , 

































2

51
102

1051

1
2

51
12

)( rangArang  

     































2

51
02

1051

1
2

51
2

rang ; Como 2)(0
2

51

10

12/)51(






Arang  

b) Si ,1a 


















202

102

122

A  

























110

02/12/1

2/110
1A  

 

66) 





















022

86242

132

432

zx

vzyx

vzyx

vzyx

 Matriz ampliada asociada: 































0

8

4

4

0202

6242

3121

3121

*)( rangMrang  

         SCIMrangMrangFFrang

FF

FF

FF





















 





















 









 *)(2)(

0

0

8

4

0000

0000

6040

3121

8

0

8

4

6040

0000

6040

3121

2

2 24

14

13

12

 

   Solución.- El sistema equivalente sería 

























432

432

864

432

vy

vzyx

vy

vzyx
Si z , v , se tiene: 

   
2

34

2

34
432







v
yvy  .  

    A su vez:  3)34(4324432 vzyxvzyx  
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   Luego solución: 



















 R,,,

2

34
,  

 

 

67) Sean x = billetes de 50€ , y = billetes de 20€, y z = billetes de 10€  

      Obtenemos el sistema: 














































02

70025

225

2

7000102050

225

zyx

zyx

zyx

yzx

zyx

zyx

  

     Matriz asociada: 









































































200

425

225

400

430

321

225

425

225

030

430

321
5

0

700

225

121

125

111

* 23

13

12
FF

FF

FF
M  

      Se tiene 






















502004

75225504425342543

1005075225225225

zz

yyzy

zyxzyx

    100x  ; 75y  ; 50z  

 

 

68) 















944

2244

zyx

zyx

zyx

; Matrices asociadas: :

























44

11

244

M   y  




























9

2

44

11

244

*M  .     

       

5/1

1
0165

0

0)165(221210

44

11

244

2
223
















M  .  

 Caso 1.- Si ,0 , ,1 ,5/1  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si ,0


















9

0

0

000

010

204

*)( rangMrang SIMrangMrang  *)(32)(  

 Caso 3.- Si ,1 



















 



















13

12

21
4

2

9

1

1

144

122

111

9

1

1

144

111

122

*)(
FF

FF
rangFFrangMrang  

    














 
















 
























3/10

3/1

1

000

100

111

5

5

3/1

1

500

100

111

)3/(

5

1

1

500

300

111

232 rangFFrangFrang  

             SIMrangMrang  *)(32)(  

 Caso 4.- Si ,
5

1




















9

5/1

2

5/15/45/4

5/115/1

25/44

*M .  
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   Como 3)(0  MrangM , pero 0
25

96

25

4
4

15/1

5/44
 , luego 2)( Mrang  

    A su vez, tomando el menor de M*: 3*)(0
125

2304

95/15/4

5/15/11

225/4




 Mrang  

   Luego, SIMrangMrang  *)(32)(  

 b)  Si ,1 


















































































7

2

1

180

244

111

7

1

2

180

111

244

9

1

2

144

111

244

* 2113 FFFFM  

     


























7

6

1

180

600

111

4 12 FF  El sistema será equivalente a : 























78

66

1

zy

z

zyx

, resolviendo : 

       Solución : 1x  , 1y  , 1z  

 

69) Sea el sistema  















23

42

2

yx

yx

yx

; Matrices asociadas: 

























13

2

12

M   y  














 









2

4

13

2

12

*M  

    a) Como 2)(01
13

12





Mrang  ; 

6

2
0128

213

42

12

* 2












M  

 Caso 1.- Si 3*)(0*6,2  MrangM , como SIMrang  2)(  

 Caso 2.- Si  2 3*)(0*  MrangM . Como 
























2

4

2

13

22

12

*M  y 



02

22

12
  

    SCDMrangMrang  )(2*)(  

 Caso 3.- Si  6 3*)(0*  MrangM . Como 
























2

4

6

13

26

12

*M  y 



01

13

12
 

    SCDMrangMrang  )(2*)(  

 

b) Si  2 



























































































0

2

2

00

10

12

2

2

2

10

10

12

32

2

2

2

13

10

12

2

4

2

13

22

12

* 231312 FFFFFFM  

   













2

22

y

yx
0x  , 2y  
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    Si  6 









































































0

14

6

00

10

12

14

14

6

10

10

12

32

3

2

4

6

13

26

12

* 23

13

12
FF

FF

FF
M 














14

62

y

yx
 

     4x  , 14y  

 

70) a) Calculamos 
2

1
0230

11

11

11
3






a

a
aa

a

a

a

A  

 Caso 1.- Si ,1a , 2a  3)(0  ArangA  

 Caso 2.- Si ,1a , 1

111

111

111

)( 
















 rangArang  

 Caso 3.- Si 2a , 

























211

121

112

)( rangArang , como 3)(0  ArangA , y 03
21

12





 

              2)( Arang  

     b) Si  1a 
























111

111

111

A


















02/12/1

2/102/1

2/12/10
1A  

 

71) a) Calculamos  0)1(20220

110

21

21
2 mmmmm

mm

M
1

0





m

m
      

          Con lo que existirá 
1M  1,0  mm  

 b) Para que 
25M  sea invertible 025 M . Pero 0

2525  MM  si 0M , luego 1,0  mm  

     c) Por lo visto en a) para 1m , si existe 
1M , operando: 

























04/14/1

14/14/1

14/34/1
1M  

 

 

72) a) Al ser un sistema homogéneo  *)()( MrangMrang  , luego siempre es compatible. Para que tenga solución 

distinta de 0 zyx , tiene que ser compatible indeterminado. Luego 3*)()(  MrangMrang . 

       Es decir, 
5

1
0560

21

21

12

03

21

21

12

)( 2



































 MMrang  
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      b) Si 5 , 





















































































9270

8240

251

125

215

251

5

125

215

251

251

215

125

131 FFFFM i  

           













































000

130

251

130

130

251

9/

8/
23

3

2
FF

F

F














03

025

zy

zyx
 Haciendo tz   

          












3/03

3/02)3/(5

tyty

txttx
Sol: 

















 Rtt

tt
,

3
,

3
 

 

73) Como   BAIBAAABAAXBBAAAXBABAAXB 111111 )()(  

    
111111111 )(   ABBBAIBXBBAIXBBBAIXB  

    Operando: 
























3/26/1

3/16/1

22/3

12/1
X 














3/43/5

3/23/1
X  

 

74) a) Sea el sistema 















04

022

0

kzyx

zyx

zkyx

  si ha de tener infinitas soluciones distintas de 0 zyx ,  

           entonces 






























 01520

41

212

11

3

41

212

11

)( 2 kk

k

k

M

k

k

Mrang
2/5

3





k

k
 

     b) Si 3k , por el apartado anterior sabemos que el sistema tendrá infinitas soluciones. Sustituyendo k: 

          









































































000

470

131

470

470

131
2

341

212

131

23

13

12
FF

FF

FF
M 














047

03

zy

zyx
 Si z  

          












7/4047

7/507/12

yy

xx
Sol: 




















 R,

7

4
,

7

5
 

 

75) Sean las matrices: 











21

11
A   ,  










10

01
I  

      a) 


































51

12

21

11

21

112A .Si  bIaAA2 a












51

12
b









 21

11










10

01
 

          













51

12














baa

aba

2
 1a  , 3b  

      b)  AAAA 225  como IAA 32  ,    AIAAAIAIAA 96)3()3( 25  sustituyendo  

          de nuevo el valor de 
2A ,      AAAIAAIAIA 127127963 2

de nuevo sustituyendo 
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           IAAIAAIA 21191221712)3(7 













5919

1925A  

           

 

76)  a) 















2

22

zx

zax

azayx

 Matrices asociadas: :















 



101

20

11

a

a

M   y  
























2

2

101

20

11

*

a

a

a

M  .     

       
2

0
0)2(

101

20

11









a

a
aaa

a

M  .  

 Caso 1.- Si ,0a , ,2a  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si ,0a
























2

2

0

101

200

101

*)( rangMrang 






















 2313

2

2

0

200

200

101

FFrangFF  

    SCIMrangrang 




















 )(2

0

2

0

000

200

101

 

 Caso 3.- Si ,2a 














 































9

1

1

144

122

111
2

2

2

2

101

202

121

*)(
12

12
rang

FF

FF
rangMrang 

2/

4/

3

2

F

F
 

    SIMrangrangFFrang 

















































)(23

1

1

2

000

110

121

2

1

2

110

110

121

23  

c) Si ,0a  el sistema se transformará en 




















0

2

0

000

200

101

 












122

0

zz

zxzx
Si y , se tendrá: 

       Sol:   R 1,,1  

           

 

77)  a) 


















4

306

642





4

306

642

























 44

4

4

4

32306

321

2306

321

2 1296  

        b) 











310306

321

10102

321

310

333

102

302010

30  
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        c) 



















2123 3

306

634323

2

36

634323

2

36

222

634323

FFFF  

             



 34306

321

22

306

321

22

306

642

2 32 FF 12  

                

 

78)  a) 















9)1(5

02

332

zymx

zyx

zmyx

 Matrices asociadas: :





















115

211

32

m

m

M   y  




















9

0

3

115

211

32

*

m

m

M  .     

           
2

3
064

115

211

32





 mm

m

m

M  .  

 Caso 1.- Si ,
2

3
m  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso2.- ,
2

3
m

























9

0

3

12/15

211

32/32

*)( rangMrang 




























13

12

12
5

2

9

3

0

12/15

32/32

211

FF

FF
rangFF  

                   SIMrangrangFFrang 













































 )(23

15

3

0

000

72/70

211

2

7
11

9

3

0

112/110

72/70

211

32  

   b) Si 0m , sustituyendo: 














 




















9

3

0

115

302

211

9

0

3

115

211

302

21 FF 




13

12

5

2

FF

FF
























9

3

0

1140

720

211

 

        















































3

3

0

300

720

211

2

9

3

0

1140

720

211

23 FF 1z  ; Sustituyendo en la 2ª ecuación: 

         102372 yy 5y . Por último sustituyendo en la 1ª ecuación:  025x 3x  

                

 

79) La matriz



















a

a

A

10

010

11

 4tendrá inversa si su determinante es distinto de cero. Es decir: 
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        0

10

010

11

a

a

A 0a  

    Suponiendo que 0a , calculamos la inversa de la matriz A  en función de a utilizando el método de  

    Gauss-Jordan: 

   






















































31323

/1/10

010

001

100

010

11

/

110

010

001

00

010

11

100

010

001

10

010

11

FF

aa

a

aF

a

a

FF

a

a

 

   












































aa

aaa

aFF

aa

aaa

/1/10

010

/1/)1(1

100

010

001

/1/10

010

/1/11

100

010

01 2

21  

   























aa

aaa

A

/1/10

010

/1/)1(1 2

1
 

               

 

80) a) 















































111

111

1211

1211

111

111

)( 31

mm

mm

m

rangFF

m

mm

mm

rangArang 




13

12

)1( FmF

FF
 

          














































2

23

2 2000

2220

1211

2220

2220

1211

mm

mmm

m

rangFF

mmmm

mmm

m

rang  

 Caso 1.- Si 1,20)1)(2(02 2  mmmmmm , 3)( Arang  

 Caso 2.- Si 2m , sustituyendo en la última matriz: 1

0000

0000

1211


















rang  

 Caso 3.- Si 1m , sustituyendo en la última matriz 2

0000

3330

2211






















rang  

      b) Si 0m ,  




































































































0

0

0

1211

1011

1011

0

0

0

t

z

y

x

t

z

y

x

A Diagonalizando A: 

             












































0220

2000

1011

1211

1011

1011

13

12

FF

FF
El sistema quedará: 0

022

02

0
























t

zy

t

tyx

,  
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         sustituyendo: 












0

0

zy

yx
 Llamando y , se obtiene: Sol:   R 0,,,  

               

81) a) Sea el sistema  








32

02

zyx

zyx
. Matrices asociadas: 














112

121
M  y 












3112

0121
*M  

          
































 )(2

3

0

350

121
2

3

0

112

121
*)( 12 MrangrangFFrangMrang nª incónitas, SCI  

      b)  Si añadimos la ecuación: 0z , las nuevas matrices del sistema quedarían: 


















0

3

0

100

112

121

 

          diagonalizando: SCDMrangrangFF 
















 )(3

0

3

0

100

350

121

2 12  

   c) Si sumamos las ecuaciones del sistema 








32

02

zyx

zyx
 obtenemos: 33  yx , bastaría con añadir la  

       ecuación 03  yx  para que el sistema fuera incompatible. 

               

 

82) a) Dada la matriz 

























20

01

0

aa

aa

aa

A , calculamos primero )2(

20

01

0

aa

aa

aa

aa

A 







  

 Caso 1.- Si ,0a , 2a  3)(0  ArangA  

 Caso 2.- Si ,0a 2

200

010

000

)( 
















 rangArang  

 Caso 3.- Si 2a , 

































 2312 2

420

210

202

420

012

202

)( FFrangFFrangArang  

      2

000

210

202


















rang  

      b) Existirá 
1A   si 0

20

01

0

0 









aa

aa

aa

A , por el apartado a) si 2,0a  

         Si 1a    procediendo por Gauss-Jordan: 
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       


















































321221

100

011

010

310

100

001

100

001

010

310

101

001

100

010

001

310

001

101

FFFFFF  

       



































011

133

010

100

010

001

3

011

100

010

100

310

001

3212 FFFF


















011

133

010
1A  

               

 

  83) a) Como 3)(0

20

01

0









 Arang

aa

aa

aa

A , luego el sistema nunca será compatible determinado 

         b) Si 4a  y 



















b

B 1

0

, las matrices asociadas sistema al serían : 


















b

1

0

454

020

101

. Calculando rangos: 

            



































b

rangFF

b

rang 1

0

050

020

101

41

0

454

020

101

13





















52

1

0

000

020

101

b

rang  

            Se tiene: 2)( Arang  y 









2/53

2/52
*)(

bsi

bsi
Arang  . Luego el sistema es incompatible si 

2

5
b  

         c) Si 4a  y 



















10

0

cB , las matrices asociadas sistema al serían : 
















10

0

454

020

101

c . Calculando rangos: 

             




















































c

cranrangFFcrangFFcrang

520

0

000

020

101

52

10

0

050

020

101

4

10

0

454

020

101

2313  

            Se tiene: 2)( Arang  y 









405203

405202
*)(

ccsi

ccsi
Arang  .  

            Luego el sistema será compatible indeterminado si 4c  

            Solución: Tomando 





























242

0

0

4

0

000

020

101

yy

zxzx
 Si z , se obtiene: Sol:   R ,4,  

              

 

84) a)















1

2

zykx

kzkyx

kkzyx

 . Matrices asociadas: :



















11

11

11

k

k

k

M   y  


















111

11

11

* 2k

k

k

k

k

M  .     
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2

1
0)2()1(

11

11

11
2






k

k
kk

k

k

k

M  .  

o Caso 1.- Si ,1k , ,2k  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

o Caso 2.- Si ,1k SCIMrangrangFFMrang i 

































 3)(1

0

0

1

000

000

111

1

1

1

111

111

111

*)( 1  

o Caso 3.- Si ,2k 














































 







 23

13

12

3

6

2

330

330

211

2
1

4

2

112

121

211

*)( FFrang
FF

FF
Mrang  

           SIMrangrang 














 





 )(23

3

6

2

000

330

211

 

   b) Si 0k , sustituyendo: 

































1

0

0

110

110

011

1

0

0

110

101

011

12 FF 13 FF 


















1

0

0

200

110

011

 

        
2

1
z  ; Sustituyendo en la 2ª ecuación:  0zy

2

1
y .. Por último de la 3ª ecuación: 

       0yx
2

1
x  

              

 

     85) a) 204

12

11

22
2

2





 aa

a

a

aa

A  

 Caso 1.- Si  02 Aa 3)( Arang  

 Caso 2.- Si 2a , sustituyendo matriz: 













































212

424

121

212

121

424

21 rangFFrang  

2

000

430

121

2

860

430

121

430

860

121

2

4
2332

12

12




































































 rangFFrangFFrang

FF

FF
 

 Caso 3.- Si 2a , sustituyendo matriz: 









































212

424

121

212

121

424

21 rangFFrang  
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      2

000

060

121

56

050

060

121

2

4
23

12

12
















 
















 





 rangFFrang

FF

FF
 

b) Sea 2a , el sistema en forma matricial sería: 






















































bz

y

x

1

2

212

121

424

. Estudiando rangos: 













































b

rangFF

b

Mrang 2

1

212

424

121

1

2

212

121

424

*)( 21 

























2

6

1

050

060

121

2

4

12

12

b

rang
FF

FF
 

  











































3

1

1

000

010

121

5

2

1

1

050

010

121

6/ 232

b

rangFF

b

rangF  

 Caso 1.- Si 3b  3*)(,2)( MrangMrang SI  

 Caso 2.- Si 3b ,  *)(,2)( MrangMrang SCI  . Calculamos solución: 

      



























 

1

12

0

1

1

000

010

121

y

zyx
 Llamando z , se obtiene: Sol:   R ,1,1  

c) Sea 1a , el sistema en forma matricial sería: 






















































2

2

1

112

111

122

z

y

x

. Por Gauss: 

     


























































 







6

3

2

130

100

111

2

2

1

2

112

122

111

2

2

1

112

111

122

121 rangFFrangFF i  

    
























63

3

2

zy

z

zyx

, luego 3z .  Sustituyendo z  en la 2ª ecuación: 1y . Por último sustituyendo 

     zy ,  en la 1ª ecuación 2x  

 

     86) a) Matrices asociadas: 
























002

110

110

m

m

m

M  :   y  
























2002

110

110

*

m

m

m

m

m

m

M  .     

                
2

0
0)2(

11

11
)2(

002

110

110
2


















m

m
mm

m

m
m

m

m

m

M  . 

 Caso 1.- Si ,0m , ,2m  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  
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 Caso 2.- Si ,0m 













































 2313

0

0

2

110

110

002

2

0

0

002

110

110

*)( FFrangFFMrang  

     SCIMrangrang 




















 3)(2

0

0

2

000

110

002

 

 Caso 3.- Si ,2m 2

4

0

2

000

000

110

4

2

2

000

110

110

*)( 12 

































 rangFFMrang .  

      Como SIMrang ,1)(   

 

  b) Si ,0m






















0

0

2

000

110

002

*M













zyzy

xx

0

122
 Si z , se obtiene: Sol:   R ,,1  

      Si ,1m sustituyendo en 




















3

1

1

001

100

010

*M
























33

1

1

xx

z

y

, luego 3x , 1y , 1z  

87) 



































































 32

14

13

12

43630

460

240

231

)2(

2

02

02

11

231

)( FF

aa

a

a
rang

FaF

FF

FF

aa

a

a
rangArang  

3

200

200

110

231

)63(

6

43630

460

110

231

2/

43630

460

220

231

24

23

2 






























































































a

rang
FaF

FF

aa

a
rangF

aa

a
rang  

        Por tanto 3)( Arang   Ra  

 

88) a)  xxsenxsenx

xxsen

M 22 cos

100

0cos

0cos

 1  

      b) 




















































100

010

001

100

0cos

0cos

100

0cos

0cos
2 xsenx

xxsen

xsenx

xxsen

M I  

      c)     MIMIMMMM 12122121225 M  

 



PAU MADRID                                                                                                                                                                               Matemáticas II                                                                                                                            
 

José Manuel del Toro                                                 www.matdeltoro.com                                        Resueltos Algebra Lineal - 42 
 

89)  a) Matrices asociadas: 


















01

042
23

k

kkkM  :   y  

















2

23 0

4

01

042

*

k

k

k

kkkM  .     

                
2

0
0)42(

1

42

01

042
23






k

k
kk

k
k

k

kkkM  . 

 Caso 1.- Si ,0k , ,2k  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si ,0k SCIMrangrangMrang 
















 3)(2

0

0

0

001

000

042

*)(  

 Caso 3.- Si ,2k 







































13

12

2

1 4

4

0

4

021

124

021

2/

2/

4

0

8

021

248

042

*)(
FF

FF
rang

F

F
rangMrang  

    SCIMrangrang 
















 3)(2

0

16

4

000

1100

021

 

b) Si ,1k  el sistema es compatible determinado. Sustituyendo: 

        




















































































3

4

0

300

220

111

1

4

0

120

220

111
2

1

4

0

011

042

111

1

0

4

011

111

042

* 23

13

12

12 FF
FF

FF
FFM  

       0011
1422

01

133

422

0





































 xx
yy

yx

zz

zy

zyx

. Luego:  0x , 1y , 1z  

c) Si ,2k  el sistema es compatible indeterminado. Sustituyendo: 








































1610

42

161100

4021

0

16

4

000

1100

021

*
zy

yx
M  Haciendo y , Sol:   R 1016,,24  

 

 

90) a) 

1

1

0

0)1(4044

222

11 23

2













k

k

k

kkkk

k

k

kkk

A  

 Caso 1.- Si  01,0 Ak 3)( Arang  
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 Caso 2.- Si 0k , sustituyendo matriz: 2

220

011

000




















rang  

 Caso 3.- Si 1k , sustituyendo matriz: 












































040

020

111

2
222

111

111

13

12
rang

FF

FF
rang  

            2

000

020

111

2 23 
















 rangFF  

 Caso 4.- Si 1k , sustituyendo matriz: 2

000

020

111

2
222

111

111

13

12


















































rang
FF

FF
rang  

 

b) Si 2k , el sistema queda: 























































8

6

12

224

211

422

z

y

x

. Como por a) 3)( Arang , el sistema será compatible  

    determinado. Sustituyendo: 

        





























































 23

13

12

2 3

16

0

6

660

020

111

4
8

6

6

224

211

111

2/

8

6

12

224

211

422

* FF
FF

FF
FA  





















16

0

6

600

020

111

. Así el sistema se reduce a:























3/86/16166

002

62

zz

yy

zyx

.  

Sustituyendo en la primera ecuación: 
3

1
6

3

16
 xx . Luego:  

3

1
x , 0y , 

3

8
z  

c) Si 1k , el sistema queda: 























































3

3

4

222

111

111

z

y

x

. Estudiamos rangos: 

   



































































1

1

4

000

020

111

2

3

1

4

040

020

111

2
3

3

4

222

111

111

23

13

12
FF

FF

FF
. Luego: *)(32)( ArangArang   

   El sistema no tiene solución. 

 

91) a) Estudiaremos el rango de

























3323

8732

2114

aa

B  mediante menores 
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          Como 2)(014
32

14





Brang , a  

          Tomando 104040

323

732

114









aa

aa

        y    103636

323

832

214









aa

a

 

          Luego: 
2)(1

3)(1





BrangaSi

BrangaSi
 

        

       b) Si  ,0a 
















 04

101

012

210

AA existe 
1A . Con lo que si   BAAXABAX 11

  

           BAX 1 .  Calculando 

























2
1

4
1

4
1

1
2

1
2

1
2

1
4

1
4

1

1A . Sustituyendo: 

            














































3323

8732

2114

2
1

4
1

4
1

1
2

1
2

1
2

1
4

1
4

1

X




















1002

0110

4321

 

 

92) 








1111

0100

0010

0001

1111

111

111

111

4
z

y

x

FF
z

y

x

i triangular inferior  )1)(1)(1(  zyx  

 

93) a) Matrices asociadas: 





















31

111

43

aa

a

a

M  :   y  





















3

3

6

31

111

43

*

aa

a

a

M  .     

                
3/5

1
0583

31

111

43
2









a

a
aa

aa

a

a

M  . 

 Caso 1.- Si ,1a , ,3/5a  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si ,1a 









































3

6

3

312

413

101

3

3

6

312

101

413

*)( 21 rangFFrangMrang  
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










































0

3

3

000

110

101

3

3

3

110

110

101

2

3
23

13

12
rangFFrang

FF

FF
SCIMrang  3)(2  

 Caso 3.- Si ,3/5a 















































9

9

18

338

323

1259

3

3

3

6

113/8

13/21

43/53

*)( rangFrangMrang i  

     


















































 23

13

12

21

45

9

9

310

310

323

83

3

9

18

9

238

1259

323

FFrang
FF

FF
rangFF  

     SIMrangrang 




















 )(23

36

9

9

000

310

323

 

       b) Si ,1a   


















0

3

3

000

110

101

*M













33

33

zyzy

zxzx
 Si z , se obtiene:  

       Sol:   R ,3,3  

 

94)  1),,det( dba


,     3),,det( dca


,   2),,det( dcb


 

       a)  )1)(3(),,det(3),,det(3),3,det( 32 dbaCCbdabda


3  

       b)  )2(3),,det(),,det(),,det(),,det(),,det( dcbdcadcbdcadcba


 5      

      c)  1323 ),,3det(23)3,,3det(2)3,2,3det( CCdbabdCCdababddababd


 

            ),,3det(),,det(4),,3det(4)2,,3det(2 babbadbabdbabd


como el 2º  

          determinante es ccero (dos columnas proporcionales)  ),,det(4 bad


 12 CC  

           ),,det(4 bda


 32 CC  )1)(4(),,det(4 dba


4  

 

95)   a) Matrices asociadas: 






















a

aM

02

11

201

 :   y  























4

8

2

02

11

201

*

a

aM  .     

                404

02

11

201





 aa

a

aM  . 

 Caso 1.- Si ,4a  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  
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 Caso 2.- Si ,4a 


















































 2

0

0

2

000

710

201

2

4

4

8

2

402

114

201

*)(
13

12
rang

FF

FF
rangMrang  

              SCIMrang  3)(  

 

       b) Si 5a , por a) el sistema será compatible determinado 

           


























4

8

2

502

115

201

*M 




13

12

2

5

FF

FF
























0

2

2

100

910

201






































2

2

00

29

22

y

x

zz

zy

zx

 

           Luego:  2x , 2y , 0z  

 

96)   a) Matrices asociadas: 



















110

11

57

a

a

M  :   y  





















2

3

0

110

11

57

* a

a

M  .     

                
2

1
02

110

11

57
2






a

a
aaa

a

M  . 

 Caso 1.- Si 2,1  aa  SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si ,1a 












































1212

2

3

0

110

660

571

2

3

0

110

111

571

*)( FFrangFFrangMrang  

               

            











































3

2

0

000

110

571

6

3

2

0

660

110

571

23
rangFFrang SIMrang  )(23  

 Caso 3.- Si ,2a 






































1212

2

2

0

3

110

572

121

2

3

0

110

121

572

*)( FFrangFFrangMrang  

      SCIMrangrangFFrangFFrang 






















































 )(2

0

2

3

000

110

121

2

6

2

3

330

110

121

2

6

3

110

330

121

2312  

 

       b) Si 4a , por a) el sistema será compatible determinado 
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         




















2

3

0

110

141

574

*M 
12

FF 





































3212

2

12

3

110

190

141

4

2

0

3

110

574

141

FFFF  

          











































30

2

3

1000

110

141

9

12

2

3

190

110

141

23
FF 

























33010

2

34

zz

zy

zyx

 

           Resolviendo:  2x , 1y , 3z  

c) Si 2a , por a) el sistema será compatible indeterminado 



















0

2

3

000

110

121

*M













2

32

zy

zyx
 Si z ,    

        se obtiene:  Sol:   R ,2,7  

 

97) a) Si 
111   BAXBAXAABXA . Para que esta ecuación tenga solución debe existir 

1A , es decir, 

           0A . Así: 





 010

110

211

01

A 1  

  b) Si 4 , 





















110

211

041

A . Calculando: 





















5/35/15/1

5/25/15/1

5/85/45/1
1A  

     Como  1BAX


















012

101

110






















5/35/15/1

5/25/15/1

5/85/45/1















 



5/145/75/3

5/115/35/2

100

X  

 

c) Si ,
222 BABABA  como 1

012

101

110


















 BB , y como por a) 1A , se tendrá:  

           
22 )1( BA  

 

98) a) 




10

110

111

10

1

11

11

11

21

aa

a

aa

aa

CC

aaa

aa

aa

aa

A desarrollando por la 1ª columna 

1

11

1

)1(

aa

a

aa

a  

          





11

10

01

)1(32

aa

a

a

aCC desarrollando por la 2ª columna 
1

1
)1)(1(

a

a
aa  
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           )1)(1()1()1()1( 222 aaaaa )1()1( 3 aa   

 

     Rango de A.- Si 1,1  aa , 4)(0  ArangA  

     Si 1a , 1

0000

0000

0000

1111

1111

1111

1111

1111

)( 1 











































 rangFFrangArang i  

     Si 1a , 3

0200

0020

1111

0200

0000

0020

1111

1111

1111

1111

1111

)( 1 










































































 rangrangFFrangArang i  

 

b) Si 1a , 1)( Arang , como el sistema 0AX es homogéneo, será compatible indeterminado 

      0

0

0

0

0

0000

0000

0000

1111



































































wzyx

w

z

y

x

. Llamando  wzyx ,,  

       Luego, solución:   R ,,,,,  

 

c) Si 1a , 3)( Arang , como el sistema 0AX es homogéneo, será compatible indeterminado 

      
























































































002

002

0

0

0

0

0

0200

0020

1111

zz

yy

wzyx

w

z

y

x

. Llamando  wwx 0  

      solución:   R ,0,0,  

 

99)   a) Matrices asociadas: 
























111

111

2

M  :   y  






























1

2

1

111

111

2

*M  .     

                
2

1
02

111

111

2
2












M  . 

 Caso 1.- Si ,1  ,2 SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si ,1 )(2

0

2

0

000

211

112

2

2

2

112

211

112

*)( 13 MrangrangFFrangMrang 











































  
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              SCI  

 Caso 3.- Si 2 , 3

5

4

1

000

111

222

1

4

1

111

111

222

*)( 23 









































 rangFFrangMrang  

             Como SIMrang  2)(  

 

       b) Si 1 , por a) el sistema será compatible determinado 

                      




















0

2

0

110

011

112

*M  12 FF 














 

0

0

2

110

112

011

 12 2FF 














 



0

4

2

110

110

011

 23 FF 














 



4

4

2

200

110

011

 

      




































42

2

242

4

2

y

yx

zz

zy

yx

 Resolviendo:  0x , 2y , 2z  

 

100) a) Si

























1

0A  y 



















1

0

1

B . Para que 

















3

2

1

 sea solución de BAX  , 

























































1

0

1

3

2

1

1

0  

     Operando: 















1321

03

132

. En forma matricial: 

























































0

0

1

320

103

321

 

     




















































233212 3

3

0

1

860

320

321

0

3

1

320

860

321

3

0

0

1

320

103

321

FFrangFFrangFFrang  

     




















3

0

1

100

320

321

rang . En ecuaciones: 






















3

032

132

3 . Sustituyendo en la 2ª ecuación           

       092
2

9
 . Sustituyendo en la 1ª ecuación  199132 1  

   b) Si  1






















111

01

11

A , con lo que el sistema OAX  , quedará: 























































0

0

0

111

01

11

z

y

x

 

        Para que sea compatible determinado, 0

111

01

11





A . Operando:  02A  

         1,0   
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   c) Si 0,1,1 






















011

100

011

A , con lo que el sistema BAX  , 























































1

0

1

011

100

011

z

y

x

 

      Operando:










































2

0

1

020

100

011

1

0

1

011

100

011

13 rangFFrang   

      En ecuaciones: 






















22

0

1

y

z

yx

1y  , 0z  , 0x  

 

 

  101)  a) Sea la matriz 

























10

23

11

a

a

a

A   dicha matriz tendrá inversa si 0A  

            Operando: 







 052

10

23

11
2a

a

a

a

A
2

5
a  

        b) Si 2a , por apartado a) la matriz A tendrá inversa. Operando: 

























3/53/22

3/43/11

212
1A  

   

102)  Sea x = precio cuaderno, y = precio rotulador, z = precio bolígrafo 

        a) Se plantea el sistema de ecuaciones 












1462

22325

zyx

zyx
. Despejando y de la 2ª ecuación: 

           zxy 6214  . Sustituyendo en la 1ª ecuación:  223)6214(25 zzxx 69  zx  

            Con lo que zy 2426  

 

           b)   )2426(3)69(838 zzyx   €30  

 

103) Sean 





















21

11

1

aa

a

aa

A   ,   



















z

y

x

B     ,     



















0

0

0

O  

         a) Calculamos los valores para los que 0A  





 0)2)(1(023

21

11

1
23 aaaaaa

aa

a

aa

A Si 2,1,0  aaa  no existe 
1A  



PAU MADRID                                                                                                                                                                               Matemáticas II                                                                                                                            
 

José Manuel del Toro                                                 www.matdeltoro.com                                        Resueltos Algebra Lineal - 51 
 

b) Si 02  Aa  (ver apartado a)), 

























03/13/1

8/16/124/5

4/13/112/1
1A  

c) Si 1a , 



















210

111

111

A  y el sistema homogéneo OAX  es compatible indeterminado. 

    Resolviendo:  


































210

000

111

210

111

111

12 FF  En ecuaciones: 












02

0

zy

zyx
 

    Si z , de la 2ª ecuación:  2y . sustituyendo en la 1ª ecuación: x  

    La solución será    R ),2,( . 

______________________________________________________________________________________ 

 

104) Sea la ecuación matricial:  

















11

11

73

2
B

a
 

a) Para que tenga solución debe existir 

1

73

2









a
para poder despejar B, 





















11

11

73

2
1

a
B  

    Existirá 

1

73

2









a
si  0670

73

2
a

a

7

6
a  

 

b) Si 1a la inversa de 








73

2a
 (ver apartado a).  

    Sustituyendo y operando 






















13

27

73

21
1

, luego 





















11

11

13

27
B 









 22

55
 

_________________________________________________________________________________________ 

 

105) Sea la matriz  





























a

a
A

413

6111

122

5312

 

        Calculamos: 



































5750

11230

10760

5321
2

431

6111

122

5321

413

6111

122

5312

14

13

12

21

a

a

FF

FF

FF

a

a
CC

a

a
A  
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= desarrollando por la 1ª columna a

a

a

a

a

212

575

1123

1076

575

1123

1076

)1( 















  

Igualando a cero 602120  aaA  

 Caso 1.- Si  4)(06  ArangAa  

 Caso 2.- Si 4)(6  Aranga . Sustituyendo: 





























6413

6111

6122

5312

A  

Tomando el menor: 



09

111

122

312

3)(6  Aranga  

________________________________________________________________________________________ 

 

106) a) Matrices asociadas : 























15

21

134

m

m

m

M   y  























1

1

0

15

21

134

*

m

m

m

M  .     

    
7

1
078

15

21

134
2









m

m
mm

m

m

m

M  . 

 Caso 1.- Si ,1m  ,7m SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si ,1m 



















 



















13

12

21
5

4

1

0

1

115

034

121

1

1

0

115

121

034

*)(
FF

FF
rangFFrangMrang  

                   SCIMrangrangFFrang 















































 )(2

0

4

1

000

4110

121

4

4

1

4110

4110

121

23  

 Caso 3.- Si ,7m 



















 



















13

12

21
5

4

1

0

0

175

634

721

1

0

0

175

721

634

*)(
FF

FF
rangFFrangMrang  

                   3

1

0

0

000

210

721

1

0

0

210

210

721

17/

11/

1

0

0

34170

22110

721

23

3

2




































































 rangFFrang
F

F
rang  

                     Como SIMang  2)(  
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b) Si 1m , el sistema es compatible indeterminado (ver apartado a)). Sustituyendo: 

     








































0

4

1

000

4110

121

1

1

0

115

121

034

. En ecuaciones: 




































4411

12

242

4411

12

zy

zyx

zz

zy

zyx

  

Si z , de la 2ª ecuación: 
11

44
4411


 yy . Sustituyendo en la 1ª ecuación:  

11

33
1

11

44
2










 
 xx , luego la solución será   




















R,

11

44
,

11

33
. 

  

 
 

107) Sean las matrices 



















001

010

100

A ,   



















300

030

003

B  

 a)  2A IAA 




















































100

010

001

001

010

100

001

010

100

 .  

      Análogamente: 3A AIAA 



































001

010

100

001

010

100
2

 .  

      Luego, en general:  

 IAn  , si n es par 

 AAn  , si n es impar 

Con lo que  AA 15
  y  IA 20

 

 

b) Si   BAIXAIAIBXAIBAXXAXBX 11 )36()36()36()36(3636  

     BAIX 1)36(  . Como 





































 

9/209/1

09/10

9/109/2

)36(

603

090

306

36 1AIAI  

     







































300

030

003

9/209/1

09/10

9/109/2

X




















3/203/1

03/10

3/103/2

 

    De otra manera.- BXAIBXAIBAXXAXBX  )2(3)36(3636 , como IB 3  

    
1)2()2(3)2(3  AIXIXAIIXAI  
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     
















 1)2(

201

030

102

2 AIXAI




















3/203/1

03/10

3/103/2

 

     
________________________________________________________________________________________ 

108) a) 
7

2
0149

13

20

321
2









t

t
tt

t

tA  

 Caso 1.- Si  07,2 At 3)( Arang  

 Caso 2.- Si 2t , sustituyendo matriz: 



































 770

220

321

3

213

220

321

13 rangFFrang  

2

000

110

321

7

770

110

321

2/ 232 



































 rangFFrangF  

 Caso 3.- Si 7t , sustituyendo matriz: 



































 270

270

321

3

713

270

321

13 rangFFrang  

            2

000

270

321

23 
















 rangFF  

      b) 





 0214

013

200

321

t

t

tIA 7t  

________________________________________________________________________________________ 

109)   a) Matrices asociadas : 
























121

31

1

m

mm

M   y  

























0

4

0

121

31

1

* m

mm

M  .     

              
2

1
023

121

31

1
2













m

m
mmm

mm

M  . 

 Caso 1.- Si ,1m  ,2m SCDMrangMrangM  *)(3)(0  

 Caso 2.- Si ,1m 












































 4/

0

4

0

100

400

111

2
0

4

0

122

311

111

*)( 2

13

12
Frang

FF

FF
rangMrang  
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                   SIMrangrangFFrang 





































 )(23

1

4

0

000

100

111

0

1

0

100

100

111

23  

 Caso 3.- Si ,2m  



















































13

12

21
2

2

0

0

4

122

122

321

0

4

0

122

321

122

*)(
FF

FF
rangFFrangMrang  

           SCIMrangrangFFrang 











































 )(2

0

8

4

000

720

321

8

8

4

720

720

321

23                                                 

     b) Si 0m , el sistema es compatible determinado (ver apartado a)). Sustituyendo: 

          




































 8

4

0

720

301

100

2

0

4

0

122

301

100

23 FF . En ecuaciones: 























82

43

0

zy

zx

z

4x  , 4y  , 0z  

      

    c) Si 2m , el sistema es compatible indeterminado (ver apartado a)). Sustituyendo: 

           






















0

4

0

122

311

111





















0

8

4

000

720

321

. En ecuaciones: 












872

432

zy

zyx
. Si z , de la 2ª ecuación:  

           
2

87
872


 yy . Sustituyendo en la 1ª ecuación:   







 
 43

2

87
2x ,  

        444387  xx luego la solución será   



















 R,

2

87
,44 . 

   ________________________________________________________________________________________ 

   

110) a)  















3251

231

25

232

2

2

52

232

22

22

5

1032

522

522

CCefd

bca

efd

bca

CCefed

bcba

efed

bcba

                 

              

321

25 fed

cba

 . Como 3

321

fed

cba

, 







1032

522

522

efed

bcba

30  

         b) 















fed

cba

fed

cba

fed

cba

fed

cba

322212

321

2642

321

2

2

6242

)3(221

2

1242

6221

 

                  



 3)4(

321

43214321

321

22 3221 fed

cba

FF

fed

cba

FF

fed

cba

12  
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111)  Si  BAAB 








01

13


















dc

ba

dc

ba










01

13





















 

cdc

aba

ba

dbca

3
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en ecuaciones 

        

































cb

dca

adb

baca

3

3
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. La 1ª y 4ª ecuación son equivalentes, luego  






 


db

bdb
B

3
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